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Induktionserscheinungen bei Materiebewegung in primiiren 
Magnetfeldern und ihre experimentellen Anwendungsmég- 
lichkeiten. 


Ill. Theoretische Grundlagen fiir die Erfassung der allgemeineren 
Falle. 


Von 


H. Hinteregger. 
Physikalisches Institut der Technischen Hochschule Wien. 


Mit 1 Abbildung. 


(Eingelangt am 10. Oktober 1957.) 


Zusammentassung. 


Im Anschlu8B an die im Teil II ausfihrlich diskutierten Falle der trans- 
latorischen Bewegung von magnetisierbarer, nicht magnetisierbarer, oder per- 
manent magnetisierter Materie werden im vorliegenden Teil III die quantitativen 
Grundlagen fiir die Erfassung der Induktionserscheinungen bei allgemeinsten 
Arten der Materiebewegung behandelt. Auf médglichst einfache Verstandlichkeit 
und insbesondere auf die unmittelbare Anwendbarkeit zur Berechnung praktischer 
Anordnungen wird gré6Bter Wert gelegt. Die angepaBte Anwendung der LORENTZ- 
schen Theorie auch fiir magnetisierbare bewegte Materie wird im Zusammenhang 
diskutiert. 


AngepaBte Verwendung der Maxwell-Lorentzschen Theorie. 


Die von uns betrachteten Geschwindigkeiten makroskopischer 
Materie sind so wesentlich kleiner als die Lichtgeschwindigkeit, dab es 
fraglich erscheint, ob der Aufwand einer strengeren relativistischen Be- 
handlung, auf deren prinzipielle Schwierigkeiten wir noch naher ein- 
gehen werden, lohnt. Wir wollen daher solche Untersuchungen nur 
gelegentlich durchfithren und auch dann nur zum Zweck der Klarung 
oder Bekraftigung prinzipiell wichtiger Aussagen, die sich im Laufe 
der Behandlung nach der entsprechend angepaBten LoRENTZschen 
Theorie aufdrangen. Dieser Standpunkt kann wohl am besten durch 
die experimentell bestatigte Anwendbarkeit auch auf nichttrans- 
latorische Probleme gerechtfertigt werden. Auch die Minkowskische 
Theorie fithrt v?/c2 < 1 zu den gleichen Aussagen wie die LORENTZsche 
Theorie, falls man diese konsequent anwendet. 
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In den fir Vakuum giiltigen LorentTzschen Gleichungen 


0 : 
rot ) = ea +0 u, dive ==10e 
(1) 
rote = — py, & dive =@ 


tritt nur je ein elektrischer und magnetischer Mikrofeldvektor e, bzw. 5 
auf und dementsprechend fehlen auch die ,,Verkniipfungsgleichungen“ 
der Maxwe.ischen Makrotheorie D=eée&€, B=pUp/y H§ und 
i=o€ mit den charakteristischen ,,Materialkonstanten” ¢,, U,, o. 
Durch eine geeignete raum-zeitliche Mittelwertbildung tiber die 
LorEentTzschen MikrogréBen laBt sich der praktisch so wichtige An- 
schluB an die makroskopischen elektromagnetischen FeldgréBen finden?. 


(==, 0 = &) div © = or (freie Ladung),3 

= — 2 

y= ts ou=ir (freier Strom). (2) 
Mo 


Die oben genannten MaAxwettschen Verkntipfungsgleichungen 
gelten bekanntlich nur fiir ruhende Materie und sind allgemeiner (das 
heiBt auch fiir bewegte Materie) durch die Beziehungen 


D=e €+ Ff, (3) 
eee Ts (4) 
Mo 


ix = 7 (E+ [vB]) (Leitungsstromdichte) (5) 


zu ersetzen. Mit Einfiihrung der Lorentzschen Stromdichte (fiir nicht- 
magnctisierbare Materie) 
y 


a 0 
gu=ovtits trot [Pv] 


1 Fiir die Darstellung aller physikalischen Gleichungen wird durchgehend 
das rationale MkS-System verwendet; wir betrachten die Permeabilitat des 


A 


Vakuums [ly = fees MO ae =a wie auch z. B. SOMMERFELD (I. c.), als 


reine Definition, die zusammen mit dem MeBresultat der Vakuumlichtgeschwindig- 
keit auch die Vakuum-D.K. als bloBe Folge dieser Definition erscheinen la8t. 
€) und py sind also keine Materialkonstanten, sondern lediglich charakteristisch 
fiir das verwendete Ma® system. 

2 Dies ist ausfiihrlich in Lehr- und Handbiichern der Elektrizitatslehre dar- 
gestellt; vgl. z. B. Becker, Bd. II, S. 205 ff. (Ausgabe 1949, Leipzig) oder die 
entsprechenden Abschnitte in GEIGER-SCHEEL, Hdb. d. Physik, Bd. XII. 

3 or bedeutet keine wirkliche ,,wahre‘‘ Ladungsdichte, sondern die Dichte 
der sogenannten Freien Ladung, die lediglich den Charakter einer Kraftlinien- 
divergenz tragt. Die Dichte der wahren Ladung bezeichnen wir ohne Index 
(0 = divD), da nur die entsprechende Ladung dQ = o dt, nicht aber or dt in- 
variant gegeniiber dem Standpunkt des Beobachters ist. 
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erhalt man somit die bekannten Gleichungen (vgl. z. B. BECKER IT, 1. c.) 


1 Coe : 
—rot8 = Fiz +oev-+ rot [Pv]; div 8 = 0, 
08 i ; 
POE = Paes &j div € = 9 — div, 
wobei analog zu Gl. (5) fiir die elektrische Polarisation 
B = 6 (ey. — 1) (€ + (0B) (7) 


gesetzt und fiir gewohnlich darauf hingewiesen wird, daB die Gln. (6) 
und (7) nur fiir mtchtmagnetisierbare bewegte Materie giiltig sind. Die 
Giiltigkeit fiir magnetisierbare Materie wird in der Literatur haufig mit 
Hilfe der Behandlung des grundlegenden Versuches von H. A. und 
M. Wirson* demonstriert. Tatsachlich erhalt man mit der Annahme 


1 

— B= uy. § (8 

ie t ) 
flr die elektrische Erregung aus Gl. (3) und (4) 


1 
j— Eg Er se oe (E— 1) Ly [v §] (9) 
gegentiber der MinKowskischen Beziehung 
1 
D = && © + G (erty — I) [v Sy (10) 


deren Zustandigkeit fiir die Bewegung magnetisierbarer Materie, wenig- 
stens im Falle der Translation, als gesichert erscheint. AuBerdem steht 
auch das empirische Ergebnis des W1Lson-Versuches in einer besseren, 
wenn auch nicht quantitativ iiberzeugenden Ubereinstimmung mit der 
Beziehung (10), so daB dieser Versuch meist als Bestatigung der MIN- 
KOWSkKischen Theorie ,,entgegen‘’ den Aussagen der LoRENTZschen 
Theorie gedeutet wird?. 

Abgesehen davon, daB gegen die Anwendung der MINKowskischen 
Theorie auf das nichttranslatorische Problem der eigentlichen WILSON- 
schen Anordnung Bedenken erhoben werden konnten, erscheint die 
eben genannte Auffassung einer ,,Widerlegung’’ der Lorentzschen 
Theorie durch das Wirtsonsche Experiment unbefriedigend und die 
Diskrepanz zwischen Gl. (9) und (10) wirkt sogar absolut verbliffend, 
wenn man bedenkt, daB doch ansonsten fiir hinreichend kleine Materie- 
geschwindigkeiten (v?/c? < 1) die Aussagen der Minkowsxischen und 
der LorENtTzschen Theorie durchaus iibereinstimmen. Tatsachlich ist 
die Abweichung der Beziehung (9) von (10) nur dadurch bedingt, daf 
jene elektrische Polarisation 

4 H. A. und M. Witson, Proc. Roy. Soc., London, (A) Bd. 89, S. 99, 191%. 

5 Z. B. GEIGER-SCHEEL, Hdb. d. Physik, XII, 339 (Berlin 1927). 
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in Gl. (7) zu beriicksichtigen vergessen wurde, die jeder bewegten 
magnetisierten Materie zugeordnet werden muB. Der einfache Effekt, 
daB ein bewegter elektrischer Dipol (mz) zugleich ein magne- 
tisches Moment (Magn. = [me v]) besitzt, ist durchaus anschaulich 
klar (vgl. z. B. Abb. 1 a). Der umgekehrte Effekt, daB ein be- 
wegter magnetischer Dipol (tynagn.) auch ein entsprechendes 
elektrisches Moment (mz = 1/c? [v ™Mmayn:]) besitzen muB (vgl. Abb. 1 0), 
wird hingegen haufig erst als Folge jener Minkowskischen Elektro- 
dynamik gekennzeichnet®, die iiber die LorENTZsche Elektrodynamik 
hinausgeht. Dieser Standpunkt ist zwar durchaus berechtigt, nur 
mu8 man dann in konsequenter Weise auch den etwas gelaufigeren 
Effekt der Abb. 1a als ,,bloB relativistisch verstandlich“ bezeichnen. 
Fiir den Rahmen einer méglichst einfachen Theorie, die sich auf Ge- 
schwindigkeiten v?/c? <1 beschrankt, erscheint jedoch bezdes unndotig. 
Bereits im Jahre 1920 wurde von Swann’ hervorgehoben, daB die Be- 
ziehung (11) durchaus innerhalb des tiblichen Rahmens der LORENTZ- 
schen Theorie gefordert werden muB. Die Diskrepanz zwischen Gl. (9) 
und (10) ist somit nicht prinzipieller Art, so daB wir uns von der Be- 
schrankung auf nichtmagnetisierbare Materie im Rahmen der LORENTZ- 
schen Beziehungen freimachen konnen, indem wir die Relation (7) durch 


B = & (e—1) (€ + [08]) + 4 fom] (12) 


ersetzen. Der zweite Summand [9,, von Gl. (11)] hat zwar mit der ge- 
wohnlichen elektrostatischen Polarisierbarkeit nichts zu tun, ist aber 
dem ersten Summanden (Polarisation zufolge der elektrizitatstrennenden 
Lorentz-Kraft § = € + [v%]) physikalisch durchaus gleichwertig, 
und kann also auch genau so wie dieser elektrische Felder erzeugen, 
die der Messung im Laboratorium zuganglich sind. 

Aus Gl. (3) und (12) erhalten wir die elektrische Erregung allge- 
mein als 


D = a6 (E+ [0B] —4 lv §)] (13) 


in voller Ubereinstimmung mit der MrnKowskischen Theorie, wahrend 
die Giiltigkeit der Gln. (7) und (9) eben auf nichtmagnetisierbare 
K6rper beschrankt bleibt. 

Der nachste Schritt zur Anpassung der MAXWELL-LORENTZschen 
Theorie fiir entsprechend langsam im primaren Magnetfeld bewegte 
magnetisierbare Materie besteht in der Wahl einer geeigneten Relation 
zwischen 8 und §, da die Beziehung (8) an sich nur fiir ruhende Materie 
giiltig ist. Die Minxkowskische Theorie liefert fiir Translationen mit 
cia shale 


: 1 
B= My [ty (H— [v D)) at [v E]; M= MF + [Pv]. (14) 


6 Siehe z. B. Becker II (1. c., FuBnote 2). 
7 W. F. G. Swann, Phys. Rev. Vol. XV, Ser. II, 365 ff, 1920. 
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Fiir den Problemkreis dieser Arbeit erfolet die Erzeugung der elek- 
trischen Effekte erst durch die Bewegung, wahrend das Magnetfeld 
primar vorgegeben, das heiSt auch ohne Bewegung vorhanden ist und 
durch elektromagnetische Induktionseffekte bloB eine mehr oder 
weniger merkliche Verzerrung erfaéhrt. Hieraus folgt aber, da sich 
die strengere Relation (14) /iir wnsere Problemstellung auf die einfache 
Gl. (8) reduziert, da 


a 


ly tee |i Dill Pd i x |[v 9] \-? 
eleall (2 Seer ee yea ees (15) 


zu vernachlassigen ist. Wir werden daher den vereinfachten Berech- 
nungen, ohne einen nennenswerten Fehler zu machen, die Beziehung (8) 
zugrunde legen diirfen. Etwas deutlicher ausgedriickt heiBt dies: 


M = (ty— 1) $. (16) 


Bereits in der ftir nichtmagnetisierbare Materie 


giiltigen Gl. (6) erkennt man, daB 1/u,8 von § ns a 
verschieden ausfallt, da das elektrische Glied 10} yy | 
ea “Wag 
rot [By] = rot Wp 4. $ 
ist, wobei oD D- 
Mp = [Pv] 
; ‘ ; cee et OYtnsg OT 
jenes magnetische Moment pro Volumseinheit be- s i, 


deutet, das den bewegten elektrischen Dipolen 
(nach Abb. 1 a) zukommt. Wir konnen daher fiir Abb. 1. 
nichtmagnetisierbare Materie (ur = 1) auch 


GD 
rot § = 5 + it {Synins rot IM = rot [Pv] 


schreiben. Da elektrisch unpolarisierte Materie mit dem magnetischen Moment HR 
pro Volumseinheit einen Beitrag 


(ou), = rot M 


zum Lorentzschen freien Strom ou liefert, kann somit fiir den allgemeinen Fall 
gleichzeitiger elektrischer und magnetischer Polarisation die Magnetisierung zu- 
folge der Suszeptibilitat y= u,—1 und die Magnetisierung zufolge bewegter 
elektrischer Dipole in den einzigen Vektor Jt nach Gl. (14) zusammengefaBt 
werden, so daB wir die erste MAXWELL-LorENtTzsche Gleichung entweder 


1 aD 
sre +iz+ov+rotM 


Ho 
oder 


aD 
a +iz +on 


schreiben kénnen. Die Verschiedenheit von B/u, gegeniiber 5 bei der Bewegung 
nicht-magnetisierbarer elektrisch polarisierter Materie steht naturlich an sich 
in offenem Widerspruch zu dem oben als gerechtfertigt erklarten Ansatz (8). 
Tatsichlich ist die vereinfachte Beziehung (8) grob falsch, wenn der Beitrag der 
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bewegten elektrischen Dipole zum Magnetfeld ins Gewicht fallt — bei uns ist | 
jedoch genau analog zu Gl. (15) i 
Mo [Pv] | << |B, 

da 8 erst durch die Bewegung im primar gegebenen Magnetfeld aufgebaut wird 
und somit in (v/c) von zweiter Ordnung klein ist; die Beziehung (16) besteht also 
zu Recht. 

Zusammenfassend wollen wir fiir das Folgende unter angepaBten 
MAXWELL-Lorentzschen Gleichungen das folgende Gleichungssystem 
verstehen : 


rot $= +i: too, div8 = 0, 
. (17) 

ye Or divi 07 

ot = 


it =o (E+ [vB)). 


Die rein stationiren Falle bei nicht verschwindender Leitfahigkeit®. 


Wahrend die Behandlung der Tvanslationsfalle nach der speziellen 
Relativitatstheorie véllig klar ist, mége die Tiefe der Schwierigkeiten 
bei allgemeinerer Materiebewegung vorlaufig bloB dadurch hervorge- 
hoben werden, daB es bereits in dem hoéchst einfach realisierbaren Fall 
der Rotation starrer K6rper keineswegs eindeutig feststeht, was z. B. 
unter ,,mitrotierendem Bewegungssystem“ fiir die MaBbestimmung der 
elektromagnetischen GroBen zu verstehen ist®. Damit fallt aber auch die 
Klarheit iiber die elektromagnetischen Gesetze im Ruhesystem der 
Materie, das wir in Teil II mit S* bezeichneten, weg. Somit bleibt 
auch die Frage, ob einem, im stationaren Magnetfeld stationar rotieren- 
den Leiterkérper €* = 0, D* =—0, e* = 0 zugeordnet werden muB, 
vorlaufig problematisch (in dieser Arbeit wird z. B. gefolgert werden, 
daB nach der sehr sinnvoll erscheinenden TRocHERIs-Transformation 
fiir das Kérpersystem S*, fiir das nicht die MAxweE .tschen Gleichungen 
gelten, zwar €* = D* = 0, jedoch g* ~ 0 sein muB). Noch schwieriger 
wird die Festlegung eines fiir die Darstellung der elektromagnetischen 
Gesetze geeigneten ,,mitbewegten‘‘ Bezugssystems S* in dem ebenfalls 
eingehend untersuchten Fall!® der Fliissigkeitsstr6mung. 

Will man jedoch mit den prinzipiellen Schwierigkeiten der Theorie, 
bzw. ihrer Unhandlichkeit fiir praktische Berechnungen nicht ins Ufer- 
lose kommen, dann ist es zweckmaBig, die theoretische Behandlung 
durchgehend auf den Boden der MaBbestimmung aller GréBen im 
Laboratorium zu stellen. Hierbei setzen wir zuerst voraus, daB alle 


,Stationar’’ bezieht sich hier immer, wenn nicht ausdriicklich anders ge- 
sagt wird, auf das Bezugssystem des Laboratoriums. 

9 Verl. u. a. TRocHERIS ,,Electrodynamics in a Rotating Frame of Referance“, 
Phil. Mag. Ser. 7, Vol. 40, No. 310, Nov. 1949, Part. 6, S. 75 (auf diese Arbeit 
wird noch Bezug genommen werden). 

10S. z. B. KoLin, THURLEMANN, HINTEREGGER (I. c.). 
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Effekte vom Standpunkt des Laboratoriums aus stationdry sind und daB 
alle elektrischen Felder, Ladungen, Polarisationen und Stréme erst 
durch die Bewegung im vorgegebenen Magnetfeld verursacht werden. 
Wir kennzeichnen das ungestérte!! magnetische Primarfeld durch die 
beiden Vektoren 9° und 8°. Ferner setzen wir die Giiltigkeit der 
MAXWELL-LorEnTZzschen Gleichungen fiir das Laborsystem in der Form 
der Gln. (17) voraus. Diese liefern fiir das ungestirte Magnetfeld mit 
i =0 und dD%/a —0 

rot. §° = Q, 

rot B° = wyrotM®  (beliebig), (18) 

div §° = —-divM® _ (beliebig). 
Vom primdren Magnetfeld im Gebiet der bewegten Materie wird also 
lediglich rot §° = 0 vorausgesetzt, was der einfachen Tatsache ent- 
spricht, daB in diesem Gebiet ohne Materiebewegung keine elektrischen 
Stréme flieBen sollen (i® = 0). 

Da es im allgemeinsten Fall der stationaéren Induktion sowohl zu 
den verschiedensten Arten der Ladungsumordnung (Makroumordnung, 
ahnlich der Influenz, Mikroumordnung der Ladung als Polarisation), 
als auch zur Ausbildung kraftiger Leitungsstro6me kommen kann, 
wird mit dem Gesamtstrom auch ein entsprechendes magnetisches 
Zusatzfeld verkniipft sein. Das ungestérte Magnetfeld wird somit 
durch die Bewegungseffekte der Materie zu einem _ resultierenden 
Gesamtfeld 

a eee B= B+ B’ (19) 
verzerrt. In sehr vielen Fallen wird das Zusatzfeld gegentiber dem 
Primarfeld verschwindend klein ausfallen, da §’ und 8’ erst durch die 
Bewegung verursacht werden. Wie weit die Beziehung 

§ = 9°; leer ah (20) 
erfiillt ist, kann nur im jeweiligen Spezialfall entschieden werden. 
Dort, wo beispielsweise die Wirbel der Magnetfeldstarke mit dem ent- 
sprechenden stationar induzierten Strom verkniipft sind, ware die 
Aussage §’=0; 8%’ =O unsinnig; hier wiirde namlich nicht der 
kleine Zusatz §’ gegeniiber dem auch ohne Bewegung vorhandenen 
magnetischen Primarfeld §° vernachlassigt werden, sondern die GroBe 
$' gegeniiber den ebenfalls kleinen (das heiBt erst durch die Bewegung 
bedingten) elektrischen GroBen und dies ware gleichbedeutend mit der 


Vernachlassigung aller Unpolarinduktionseffekte schlechthin. Wir 
setzen daher fiir unsere Behandlung 
fot5 —10t § = (i... Gesamtstromdichte), (21) 


wobei eine Aussage tiber das etwaige gréBenordnungsmaBige Ver- 
schwinden von §’ (auch gegeniiber §°) erst bei bekannter Strom- 
verteilung méglich ist. Fiir den Leitungsstrom setzen wir 


in =o (E+ [vB)), (22) 


11 Das heiBt ohne Beriicksichtigung des durch etwaige Stréme verschiedenster 
Art bedingten Zusatzfeldes. 
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fiir den Konvektionsstrom, bzw. die wahre Ladung 
ik = 093 Ody). (23) 

Da das Magnetfeld stationér vorausgesetzt wird (08/0t = 0), muB | 
das elektrische Feld ein Potentialfeld sein: | 


Lote’ ==)? ¢€ = — grad IV, div €E= —AV. (24) ; 


Die elektrische Polarisation der bewegten Materie im Laborsystem 
ist nicht nur durch die normale Polarisierbarkeit (y, = ¢,— 1) unter 
Einwirkung der Kraft pro Ladungseinheit § = € + [v%] gegeben, 
sondern auch die bewegten magnetischen Dipole mit dem magnetischen 
Moment 9 pro Volumseinheit erscheinen dem Labor-System als 
elektrische Dipole mit einer, Gl. (11) entsprechenden Polarisation. 

Die elektrische Erregung D =e €+ im Labor-System hat 
demnach den in Gl. (13) angegebenen Wert 


D = &9 & (E + [vB]) —é [0, My H]. 


Wir halten daran fest, daB die Erregungsdivergenz fiir das Labor- 
system als wahre Ladung identifiziert wird: 


div > =p, (25) 

so daB fiir die wahre Ladungsdichte zufolge der Materiebewegung im 
Magnetfeld der Ausdruck 

0 = & & (div € + div [v B]) —é div [v, uy §] (26) 

entsteht, den wir fiir v<c und hinreichend kleine Relaxationszeit 


Ty = (€9 &)/o noch wesentlich vereinfachen werden. Hierzu bendtigen 
wir die Quellenfreiheit des Gesamtstromes 


divi = divi, + divix = 0, (27) 


die unmittelbar aus Gl. (4) folgt. 

Fiir unendlich gute Leit{ahigkeit (o > ©) ist die im folgenden durch- 
gefiihrte GréBenordnungsabschatzung natiirlich nicht nétig, da aus 
Gl. (27) mit Gl. (22) nach Division durch o 


div (€ + [v8]) = — * div (o v) 


und Grenziibergang o > oO unmittelbar die einfache Beziehung 
div € = — div [vB] folgt. Die Abschatzung ist jedoch unerlaBlich, 
wenn man die praktisch wichtige Frage beantworten will, wie hoch der 
spezifische Widerstand der Materie sein darf, damit auch fiir div (9 v) 4 0 
mit div € = — div [vy 8] gerechnet werden kann. Mit Gl. (22) und 


div ix = e div v + (v, grad 9) 
ergibt Gl. (27) mit Gl. (26) nach Division durch o: 


F 
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(div © + div [vy B]) + “0s div € div v + to div [vB] div » — 


“0 ry erad (div € + div [v8]) — 


Cone 
——d 
a IV [D, My §] div » + zs 


at * v, grad div [v, uy $] = 0. 

Durch Einfiihrung der Operatoren 

y=1+ ots (div v + v, grad) und 

- (28) 

vs = 2 (div v + »v, grad) 

vereinfacht sich die obige Gleichung zu 
ys (div € + div [vB]) — yy (div [v, uy $1) = 0, 

hiebei bedeuten t = (€¢@)/o, bzw. t= /o die Relaxationszeiten 


eines Mediums der Dielektrizitatskonstanten ¢,, bzw. se, = 1 und der 
Leitfahigkeit o. Dies ist selbst fiir schlechtere Leiter eine iiberaus 


_ kleine Zeit; z. B. ist bei einem spezifischen Widerstand von 10° 2: cm 


T, erst rund 10-*s., fiir Kupfer (spezifischer Widerstand 1,72 - 10-§ Q - cm) 
aber nur 1,53- 10-7 s. 

Wir wollen nun zeigen, daB in den Gln. (28) in den meisten Fallen 
y, = 1 und y, = 0 gesetzt werden kann: 

Vor allem wird in fast allen praktisch auftretenden Fallen div vp = 0 
sein. &/ov, gradG =t)v, grad G_ bedeutet einfach t,) v dG/ds 
(dG/ds ist hierbei die Anderung der GréBe G auf jenem Wegstiick, das 
von der bewegten Materie innerhalb der kleinen Zeit ty zuriickgelegt 
wird). Mit t) = e)/o und div v = 0 !? kann anstatt 

Gy, (G, = div [v8] + div ©), 
dG, dG, 
geschrieben werden. Nehmen wir nun einen fiir unsere Abschatzung 
besonders ungiinstigen und praktisch kaum mehr auftretenden Fall an, 


daB die relative Inhomogenitaét pro Langeneinheit in Bewegungs- 
richtung 


dG, 


ee Gee Oe Tir 


12 Betrachten wir eine Kugel von 1 mm Durchmesser, an deren Oberflache 
eine mittlere Radialgeschwindigkeit von 36 km/h = 10 m/s herrscht, dann ent- 
spricht dieser Fall einer Quelldichte von 6 vr/D = OulOssm. 

Damit dann (eg €//a) div v héchstens 1°/9) des Hauptsummanden 1 ausmacht, 
brauchte die Leitfahigkeit (bei e, = 1) noch nicht einmal groBer als 5,32. 10°*Q-1m"1 
zu sein, das heiBt der spezifische Widerstand der betrachteten Substanz diirfte, 
ohne die Zustandigkeit unserer Naherung zu beeintrachtigen, bis zu 1,88.10° 2 cm 


betragen. 
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(das heiBt 100° Anderung pro 10-? mm) und die Materiegeschwindigkeit 
3600 km/h = 103 m/s betragt?8, dann ist 


» 
"ds 


Damit dann yp, auf 1°/o9 genau durch Eins ersetzt werden darf, brauchtt 
die Leitfahigkeit selbst bei einer groBen Dielektrizitatskonstanten von) 
z. B. e, = 50 bloB gréBer als 50 Q—1m—1, das heiBt der spezifische Wider-- 
stand kleiner als 2 2cm zu sein. Fiir die Strémung von Fliissigkeitem 
mit einigen m/s Geschwindigkeit und mit bereits ziemlich starken 
relativen Inhomogenitaten von z. B. 100°, pro mm, erhdht sich die: 
obere Grenze fiir den spezifischen Widerstand (fiir die gleichen Ge-. 
nauigkeitsanspriiche des Ersatzes y, —- 1) auf rund 10° 2 cm (wobei) 
man in der Praxis einen solchen Stoff kaum mehr als Leiter bezeichnen) 
wurde). 
Fir den zweiten Operator 


ae = 108s}, 


& 4! é 
Pom = div p+ = (v, grad) 
gilt analog 


ds 
Die Verbindung beider Ausdriicke liefert somit fiir y, = 1 


Y_ Gg = TV (Gy = div [v, Uy 9)). 


: d 
div € + div [0B] — ty = 0. 


Dies gibt mit div [vB] = G, + div [», up) Mt] 
dG, 
ds 
Unter den gleichen Voraussetzungen wie fiir den Ersatz y, 1 kann 


also in entsprechender Genauigkeit auch y, durch Null ersetzt werden. 
Es bleibt somit die in den genannten weiten Grenzen giiltige Beziehung 


div € + div [v8] —0, 
AV = div [v8]. 
Durch Einsetzen in den allgemeinen Ausdruck fiir die Ladungsdichte (26) 
erhalten wir fiir diese 


div € + aiv6, 1 Tov 


“.) + div [v fy Dt] = 0. 


(29) 


0 = — & div [», m 9] (30) 
(vgl. auch Gln. (33) weiter unten). 

Es sei besonders darauf hingewiesen, daB das Zutreffen der Gl. (29) 
keineswegs © = — [v8] erfordert, sondern lediglich ausdriickt, daB 
bei der fiir die Giiltigkeit von Gl. (29) vorausgesetzten Beschrankung 
auf nicht allzu groBe Relaxationszeiten der Konvektionsstrom vernach- 
ldssigt werden kann. Diese Aussage soll nun bewiesen werden: 


% Und daB dariiber hinaus noch die maximale Anderung von G gerade in der 
y-Richtung erfolgt. 


: 


oa 
(Se 
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Die Gesamtstromdichte 


i=o(€+ [vB])+ov 
ist quellenfrei [Gl. (27)] und leitet sich daher lediglich aus den ent- 
eas Wirbeln ab, deren Dichte wegen der Wirbelfreiheit von 
€ durch 


rot i= orot [vB] + g rot »v — [v, grado] (31) 
'gegeben ist. 


Stromfreie Induktion. 


Fir den Fall leitungsstromfreier Induktion: 


Fall a: 
ip C— — (py 
folgt unsere Behauptung, daB die Konvektionsstréme vernachlassigt 
werden k6énnen, unmittelbar aus der Betrachtung der GréBenordnung 
des Konvektionsstromes nach Gl. (30). 


i 


. v s r ~ 
ix = @v= — a div lv StS 


das Glied 


D Dv 
ey. (9, rot v) +. ce (v, rot §) 


v v 
ce (v, rot ) = ce (rot )\\v 


kann wegen v2/c? < 1 gegeniiber rot § = i = ix vernachlassigt werden. 
Es verbleibt daher lediglich der Ausdruck 


D 
gv = — 4 (§, rot ») (32) 


(gilt auch fiir den Fall b). In analoger Weise vereinfacht sich die Formel 
fiir die Ladungsdichte zu 


e=— 5 (5. rot v). (33) 


Nach Gl. (21) wirkt sich der Konvektionsstrom wegen v?/c? < 1 (im Zu- 
sammenhang mit den laboratoriumsmaBig beschrankten Abmessungen 
der bewegten Materie) auf das magnetische Primarfeld §° nicht aus, 
da die maBgebenden Wirbel der Dichte rot §’ proportional v?/c® sind. 
$'|<|S°|; |B"| <|B°| (34) 
Wie schon betont wurde, ist fiir die Behandlung der bereits ohne 
die Bewegung vorhandenen magnetischen Grofen B, 9, M grundsatz- 
lich eine andere Stufe der Naherungsrechnung zustandig, als fiir die 
Behandlung der erst durch die Bewegungseffekte geschaffenen elek- 
-trischen GroéBen. Wéahrend also im Hinblick auf etwaige Verzerrungen 
des primaren Magnetfeldes der Konvektionsstrom der induzierten 
Ladungen zu vernachlassigen ist [Gl. (34)], ware die analoge Vernach- 
lassigung der induzierten elektrischen Felddivergenz div © = 1/€9 er 
durchaus unsinnig, da es sich hier um die Quellen jenes elektrischen 
Feldes handelt, das voraussetzungsgemaB erst durch die Bewegung ge- 


! 
| 
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schaffen wird; im Gegensatz zu §= §°+ ... hat die Reihenent- | 
wicklung von € nach Potenzen von u/c kein entsprechendes Glied | 
nullter Ordnung (€® = 0). Die Naherungsrechnung hat sich vielmehr | 
darauf zu beschrinken, daB in Gl. (29) anstatt | 


div [vB] = Brot v— vrotB 


wegen Gl. (34) 

div [vB] = My H° rot v + Uy div [v M®] 
gesetzt wird. Fiir die Dichte der sogenannten ,,Freien Ladung” gilt 
somit wegen &) Myc? = 1 


Oreo divee = s §° rot v — 5 div [pv M] = o— div f,, (35) 
2 


und als Potentialgleichung ergibt sich die Porssonsche Gleichung 
AV = (8°, rot v) — (v, rot uy M°), (36) 


die jedoch fiir den Fall a nicht erst gelést zu werden braucht, da die 
elektrische Feldstarke einfach durch 


E = — [vB] (37) 


gegeben ist, worin 8° = py (H° + M°) das ungestorte primdre Magnet- 
feld kennzeichnet. 

AbschlieBend sei noch fiir den Fall a vermerkt, daB der Energie- 
entzug pro Volums- und Zeiteinheit (i €), wegen i = 9 vund € = — [vB] 
exakt verschwindet; die leitungsstromfreie Unipolarinduktion wirkt 
demnach wattlos: 


EME (38) 


Strombehaftete Induktion. 


Fall b: Im allgemeinen: it 40, €A~— [vB]. 

Bevor wir auf die merklich wirbelstrombehaftete Induktion naher 
eingehen, sollen die Bedingungen diskutiert werden, die eine Ent- 
scherdung dariiber erlauben, ob Fall a oder Fall b vorliegt. 

Im Rahmen unserer Voraussetzungen sind die Konvektionsstréme 
vernachlassigbar klein gegeniiber den im Fall b auftretenden Leitungs- 
stromen. 


Zum Zwecke der Abschatzung des Einflusses der Konvektionsstréme im 
Falle B nehmen wir den fiir die Konvektionsstréme giinstigsten Fall § || rot v, 
2vwH 

olTay 


(jrot vp] = 2 |w|) an, dann wird ix = Der Betrag des Leitungsstromes 


wird sicher der Leitfahigkeit, Geschwindigkeit und Magnetteldstarke proportional 
sein, und auch von der Magnetfeld- und Geschwindigkeitsverteilung abhangen- 
Wir schreiben daher: 


in =o |€ + [Bll =ovB.@, 
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wobei die dimensionslose GréBe ® der genannten Verteilung Rechnung tragt. 


Es wird also 
Selb ix 2 
imufr et) -oonolr+e ah 


In by B 


wobei t)=e/o die bereits erwahnte kleine Zeit bedeutet. Da O< 1 oder gar D=0 
den Fall der nicht merklich strombehafteten Induktion kennzeichnet, kénnen wir 
die Werte ®©<1 aus der Uberlegung ausschalten, bzw. fiir die Abschatzung 
um nicht allzuviele GréBenordnungen von Eins verschieden annehmen. Mit 
@® = 10° koénnte dann bei uw, = 1 roty immer noch einer Winkelgeschwindig- 
keit w=5.10771/t) entsprechen, ohne da8 die Konvektionsstréme mehr 
als 1°/j) des Gesamtstromes betragen wiirden. Diese Winkelgeschwindigkeit 
ist auch fiir relativ schlechte Leiter wegen der Kleinheit von t, noch so erheb- 
lich, daB die Vernachlassigung des Konvektionsstromes beim Auftreten merk- 
licher Leitungsstréme als voll gerechtfertigt betrachtet werden kann, wenn man 
bedenkt, daB die oben angenommenen Zahlenwerte ® = 107%, wu, = 1 einen 
fiir die Abschatzung besonders ungiinstigen Fall darstellen. 


Wir setzen daher i = iz = o (E + [v %]) und folgern aus Gl. (27), 
daB die Quellen von iz wegen der Betragsgleichheit mit den Quellen des 
vernachlassigbaren Konvektionsstromes unberiticksichtigt bleiben diirfen 


div ic =0 (39) 


(fiir hinreichend kleine Relaxationszeit), so daB lediglich die Wirbel 
nach Gl. (31) fiir die Ausbildung von LeitungsstrOmen verantwortlich 
sind. Mit div® = 0 und i= iz ergeben sich die Wirbel der Leitungs- 
stréme aus Gl. (31) mit einer Dichte 


rotiz = orot [vB], (40) 
rot i, = o {(B. grad) v — (v, grad) B— B div v} (40’) 
rot i, = o (B, grad) v—(v, grad)B, fir divv=0. (40’’) 


Aus den Gln. (29) und (40) bietet sich eine ziemlich eznfache Beschret- 
bungsméglichkeit der stationaren Induktionseffekte, die wegen ihrer An- 
schaulichkeit zur raschen und sicheren Beurteilung praktischer An- 
ordnungen sehr zweckmaBig erscheint: 

Die (auf die Ladungseinheit bezogene) Kraft [v8] fithrt zu einer 
Ladungsumordnung im allgemeinen Sinn. Durch das elektrische Feld 
dieser Ladungsumordnung (analog zur Influenz von Leitern und Polari- 
sation) kénnen jedoch nur die Quellen, nicht aber die Wirbel des 
Primiarfeldes [v8] kompensiert werden (div € = —div [v%]), da 
sich das elektrische Feld im rein stationaren Fall nur wirbelfrei aus- 
bilden kann. Der nicht kompensierte Wirbelanteil des Kraftfeldes [v 8] 
fiihrt somit nach MaBgabe der Leitfahigkeit o zu entsprechenden Wirbel- 


strémen (rot i =o rot [v%]). Diese kénnen bei hinreichend hoher 


Materiegeschwindigkeit und Leitfahigkeit sogar das primadre Magnet- 

feld merklich verzerren. 
Nehmen wir als Randbedingung fiir die Korpergrenzen an, daB keine 

Stromkomponente senkrecht aus der Oberflache heraus auftreten kann, 
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dann ergibt sich wegen Gl. (39) und (40) als Bedingungsausgleichung | 


fiir das Auftreten von Wirbelstrémen}* 


i == (0) 4 gy JEANILEL. 
roWl oe) e20us alt 


wobei fiir rot [py 8°] entweder 


oder 
(8°, grad) v — (v, grad) B° (fiir div v = 0) (41’’) 


zu setzen ist. 


Im einfachen Falle der Tvanslation (v = const.) eines Leiter- | 


kérpers in einem in der Bewegungsrichtung zxhomogenen Magnetfeld 


(v, grad) 8° 4 0 werden also trotz des translatorischen Charakters der | 


Bewegung Wirbelstrvome auftreten. 
(rot i =o rot [vB] = —a (p, grad) 8). 


Die elektrische Feldstarke darf dann keineswegs mehr aus Gl. (37) 
E = — [vB] 


errechnet werden, sondern ergibt sich aus den bereits entwickelten | 


Beziehungen zu 


al div € = — div [v8], 


¢=—{(9)—" rot C= 0, roti=o [ns] 


beziehungsweise aus A V = div [pv 8] und den entsprechenden Rand- 


bedingungen. Wir stehen also vor der Tatsache, da es zu kraftigen 


Wirbelstromen kommen kann (roti 0), ohne daB ein elektrisches | 
Wirbelfeld auftritt (rot € = 0), solange die Induktion als rein stationar | 


betrachtet werden kann (08/et = 0). Der umgekehrte Fall rot i = 0, 
rot € £0 kann nur bei nichtstationarer Induktion vorkommen. 


Die Abweichung des elektrischen Feldes € im Fall b gegeniiber dem | 
probeweise nach der einfachen Formel © = — [v%] fiir Fall a iiber- | 


schlagenen Wert ist wegen € = — {[v®]— 1/o i} durch die Wirbel- 
strome bedingt und man kénnte daher vermuten, daB diese Abweichung 
sehr stark vom speziellen Wert der Leitfahigkeit des Materials abhingt. 


Dies ist jedoch erst bei so extrem hohen spezifischen Widerstanden des | 


Materials zu erwarten, bei denen auch der Ersatz der Operatoren (28) 
y, = 1, == 0 nicht mehr zulassig ist und somit die entsprechenden 


(41) | 


(B°, grad) v — (v, grad) B° —B°- div v (41’) | 


(37 b) | 


14 Obwohl die Zulassigkeit des Ersatzes 8 —-B° fiir die strombehaftete In- | 
duktion keineswegs allgemein gilt (vgl. spater), ist fiir die qualitative Entschei- _ 


dung, ob tiberhaupt Wirbelstréme auftreten oder nicht, die Rechnung mit dem 


ungestérten Feld 8° voll gerechtfertigt, da hiefiir v stets so klein gedacht werden | 


kann, daB |B’| <|B| ist. 
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Gleichungen dieses Abschnittes nicht mehr ohne weiteres angewendet 
werden diirften. Oberhalb der, fiir Giiltigkeit der V ereinfachung von 
Gl. (28) kritischen Leitfihigkeit wird jedoch das Potentialfeld vom 
speztellen Wert der Leitfahigkeit unabhdngig. Das Zusatzglied der Wirbel- 
stréme in Gl. (37 b) ist ndémlich nur durch den Quotienten 1 joi ge- 
geben, wobei die Wirbelstréme selbst nach Gl. (40) der Leitfahigkeit 
proportional sind, so daB tatsachlich 1/o i von der Leitfahigkeit unab- 
hangig wird, so lange die Relaxationszeit geniigend klein ist und keine 
merkliche Verzerrung des Magnetfeldes eintritt. 
Wir wollen nun die Riickwirkung der Leitungsstriéme auf das primiire 
Magnetfeld naher untersuchen. 
Fiir das magnetische Zusatzfeld 8’, §’ gilt wegen div 8° =: 0 und 
div8 = 0 
div. 33" —.0)) (42) 
hierbei haben wir eigentlich fiir Mm’ = (u,— 1) ($’ — [pv D]) + [Pv] 
zu setzen. Die Glieder [v D] und [$ v] (zufolge der gegen das Labora- 
torium bewegten elektrischen Dipole) sind jedoch fiir v < c von zweiter 
Ordnung klein, so daB wir sie gegeniiber dem ersten Summanden ver- 
nachlassigen kénnen!®. (Diese Vernachlassigung ist gleichbedeutend 
damit, da8 wir fiir das magnetische Zusatzfeld die einfache Beziehung 
[Gl. (8)] 
Bl = by ly 9 
zugrunde legen diirfen, obwohl diese an sich nur fiir ruhende Materie 
giiltig ist.) Die fiir iz < ix giiltige Beziehung rot §’ = o (E + [v%)) 
k6énnen wir mit Gl. (8) in die Form 
rot B’ = fy O fly (E + [vB]) (43) 


bringen. Fiir entsprechend kleine Leitfahigkeiten wird also wegen 
div 8’ = 0, rot8’=0O wtberhaupt keine Verzerrung des priméaren 
Magnetfeldes auftreten: 

oo 
fiir kleine Leitfahigkeit. 


Spezialisierung auf ideale Leiter. 


Fir den idealisierten Fall extrem hoher Leitfahigkeit folgt aus 
Gl. (43) nach Division durch fy 6 Mo 
E+ [vB] — 0. (fir o > oo) (44) 
Wir kénnen auf Gl. (43) die Rotoroperation anwenden und erhalten 
mit Gl. (42) 
AB’ = — ty 6 Uy {rot [vB] + rot [vB’]}. (45) 


15 Freilich kénnte bei entsprechend kleiner Leitfahigkeit diese Vernachlassigung 
nicht mehr gerechtfertigt werden; in diesem Falle sind aber beide Summanden 
zusammen gegeniiber dem Primarfeld so klein, daB analog zum Fall a tiberhaupt 
keine merkliche Verzerrung des primaren Magnetfeldes auftreten kann. 
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Wiahrend Gl. (44) keine unmittelbare Aussage iiber die Feldverzerrung | 
erlaubt (da ja neben 8’ = 8 — 8° auch € noch unbekannt ist), er-f 
halten wir aus Gl. (45) 


rot [v8’) > rot [vpB°] (fiir go> oo). (46) | 


Diese Beziehung liefert nun zusammen mit Gl. (29) (die ja fir o > oo} 
das heiBt ty > 0 exakt erfiillt ist), einen klaren Uberblick iiber die} 
Erscheinungen der stationaéren?® Induktion in idealen Leiterk6rpern | 
(o + oc). Wir kénnen diesen Uberblick in einer méglichst anschaulichen | 
Form folgendermaBen zusammenfassen: 

Auf die mit der Materie mitbewegte Ladungseinheit wirkt (vom_ 
Laboratorium aus betrachtet) keine Kraft, das heiBt : 


$¥=E+ [vB] >-0,  fiira—> oo, (47) | 


wobei [v8] jenes Kraftfeld bedeutet, unter dessen Einflu8 sich eine | 
Ladungsumordnung im allgemeinsten Sinn ausbildet, derart daB die | 
Quellen des elektrischen Kraftfeldes der induzierten Ladungsumordnung | 
die Quellen des Primarfeldes [pB°] gerade aufheben (div € =—div|[v8)}). | 

Ist das Kraftfeld [py 8°] zufolge des primaren Magnetfeldes wirbel- 
frei, dann ist die genannte Ladungsumordnung”’ auch tatsachlich der 
einzige Effekt, der fiir die Entstehung des im Laboratorium beobacht- | 
baren elektrischen Potentialfeldes maBgebend ist. | 

Besitzt die Lorentz-Kraft des primaren Magnetfeldes Wirbel | 
(rot [v 8°] 4 0), dann kommt es zur Ausbildung von Wirbelstrémen, | 
deren magnetisches Zusatzfeld 8’ das Primarfeld B° gerade so verzerrt, 
daB die Wirbel der Kraft [pv 8’] zufolge des magnetischen Zusatzfeldes 8B’ | 
die Wirbel der eigentlichen Primarkraft [vy 8°] zufolge des ungestérten | 
Magnetfeldes kompensieren. | 

Da die Stréme endlich bleiben, ist fiir den Fall der Letstungsentzug | 
gleich Null, das heiBt fiir den idealen Leiter wiirde iiberhaupt keine } 
Bremswirkung zu erwarten sein. Die Wirbelstréme wiirden sich ledig- | 
lich dahingehend auswirken, daB das induzierte elektrische Feld nicht 
einfach aus dem ungestérten Magnetfeld berechnet werden kann. Man 
muB8 vielmehr zuerst das magnetische Zusatzfeld 8’ mit Hilfe der Gl. (46) | 
fiir den individuellen Fall ermitteln. Erst dann kann das elektrische | 
Feld aus © = — [v8] berechnet werden, wobei aber 8 nicht das un- | 
gestorte magnetische Primarfeld, sondern das resultierende Gesamtfeld 
B = B° + B’ bedeutet. 


16 Das heiBt: rot E = 0. 

17 Makroumordnungen analog zur Intluenz und Mikroumordnungen in Form | 
einer elektrischen Polarisation einschlieBlich jenes Anteiles B,, nach Gl. (11), 
der von den bewegten magnetischen Dipolen herriihrt (diese erscheinen ja im | 
Rahmen der Lorentzschen Theorie auf nicht naher definierbare Bewegungen 
der freien Ladungen, das heiBt auf irgend eine Art freier Strome zuriickfiihrbar). 
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Der Einflu8 der Wirbelstréme bei normalen Werten der Leitfaihigkeit. 


Der hypothetische Fall idealer Leiter ist fiir praktisch auftretende 
Anordnungen besonders wichtig, da die Kompensation der Quellen der 
primaren LoRENTZ-Kraft (div [» 8°]) durch entgegengesetzt gleiche 
elektrische Feldkraftquellen (div ©). der induzierten Ladungsum- 
ordnung [nach den Ausfiihrungen iiber die Operatoren (28)] auch noch 
fiir recht schlechte Leitfihigkeit in der gleichen Weise erfolgt und so die 
mafgebenden Porssonschen Gln. (29) und (36) fiir das Potential 
liefert. 

Fiir die Beurteilung der Wirbelstréme und ihrer Rickwirkung auf 
das Magnetfeld trifft jedoch das oben Gesagte normalerweise nicht 
einmal bei den besten bekannten Leitern zu, so daB die entsprechenden 
experimentellen Kontrollen im Gebiet der Supraleitfahigkeit durchge- 
fuhrt werden miissen. Hierauf wollen wir jedoch nicht naher eingehen 
und uns auf den praktisch wichtigsten Fall beschranken, daB die Leit- 
fahigkeit einerseits wohl hinreichend groB fiir die Erfiillung der Voraus- 
setzungen fiir die Giiltigkeit der Gl. (29) ist, andererseits aber doch 
nicht so extrem groB, daB die Gl. (46) exakt angewendet werden diirfte. 
Um zu entscheiden, wie weit das Zusatzfeld 8’ der Wirbelstréme in 
konkreten Fallen gegentiber dem Primarfeld 8 ins Gewicht fallt, setzen 
wir zuerst voraus, da die Leitfahigkeit und die Materiegeschwindigkeit 
nicht zu hoch sind, so da8 man B’ als relativ kleine Stérung gegeniiber B 
behandeln kann: 


b < pb, (48) 
Dann k6nnen wir namlich den zweiten Summanden auf der rechten 
Seite der Gl. (45) weglassen und erhalten die Differentialgleichung 


A 8’ = — 4p, 6 py rot [v B), (49) 


bzw. unmittelbar fiir das magnetische Zusatzfeld der Leistungsstréme: 


ete |i (50) 


wobei 8° das ungestorte Primarfeld, y den Abstand des Wirbelpunktes 
vom Aufpunkt bedeutet und das Integral tiber das materieerfiillte 
Volumen zu erstrecken ist. Das Rechenergebnis zeigt dann im indivi- 
duellen Fall, ob die Voraussetzung (48) gentigend gut erfillt ist oder 
nicht. Im letzten Fall ist natiirlich Gl. (50) kein verlaBliches Ergebnis, 
sondern das tatsdchliche Zusatzfeld 8’ wird zwischen dem aus Gl. (50) 
und aus Gl. (46) ermittelten Wert legen. Die Médglichkeit der Ab- 
schatzung ist aber somit auch fiir die Falle, fiir die eine quantitative 
Ermittlung des GroBenverhaltnisses B’ gegen B nach Gl. (50) wegen 
zu groBer Materiegeschwindigkeiten nicht mehr moglich ist, sicher- 
gestellt. 

Verlangen wir beispielsweise, da} B’ = 10~* B® sein soll, dann 
lassen sich bei gegebener Leitfahigkeit des Materials und fiir den gleichen 
Typus des Bewegungscharakters (z. B. Rotation, Fliissigkeitsstromungen 
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und dergleichen) stets Grenzwerte’® fiir die Bewegungsgeschwindig~} 
keiten (Winkelgeschwindigkeiten, DurchfluBmengen pro Zeiteinheit usw.) 
angeben, bei deren Uberschreitung das magnetische Zusatzfeld eine 
bestimmten Prozentsatz (also zum Beispiel 1°/g9) des ungestorte 


Primarfeldes iibersteigt. 


18 Wovon diese Geschwindigkeitsgrenze abhangt, kann allgemein etwa aus¥ 
folgendem, freilich rohen Uberschlag ersehen werden; wir kennzeichnen jene} 
Lange, unterhalb der die Inhomogenitaten der maBgebenden GréGen nicht mehr | 
als z. B. 1%/g) ausmachen, mit 60, setzen 


IE + [pBY|~v Be .n, 
(n sei ein entsprechender dimensionsloser Formfaktor der Geschwindigkeits- 
und Magnetfeldverteilung) und erhalten somit aus Gl. (43) mit 


15M B’ 
|rot Sil eter und Fe ~ Uy O gv BON 
fiir B’ = 10—% B®, also beispielsweise 
coe, V1 10-45 1308 
VG = i. bzw. WE = . 
My OF M,N) My 07 O yn 


Die Wirbelstromverzerrung des Magnetfeldes wird also bei sonst gleichen Ver- 
haltnissen umso eher bemerkbar, je gréBer die Leitfahigkeit, die Inhomogenitat 
der Geschwindigkeitsverteilung und die Permeabilitat werden. Auf nahere Details 
z. B. im Falle der Rotation oder der laminaren Strémung durch Rohre soll in 
diesem allgemeinen Teil nicht eingegangen werden. 


Der Quadrupoliibergang beim Kernphotoeffekt am Deuteron. 
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Die Formel fiir den Wirkungsquerschnitt des elektrischen Quadrupoliiber- 
ganges wird unter Verwendung des Potentialmuldenmodells fiir das Deuteron 
hergeleitet und die Energieabhangigkeit diskutiert. Es zeigt sich, daB er bei 
geringen Energien nur eine kleine Korrektur des Dipolwirkungsquerschnittes 
darstellt. Er erreicht aber bei zirka 55 MeV dieselbe Groé8enordnung wie der 
Dipolwirkungsquerschnitt und fallt bei Energien gréBer als 60 MeV wieder gegen 
denselben ab. 


1. Einleitung. 


Der Kernphotoeffekt am Deuteron {D (y, n)y H ist neben der 
elastischen » — f-Streuung von fundamentaler Bedeutung fiir die Be- 
stimmung der Krdafte, die zwischen den Elementarteilchen wirksam sind. 
Aus diesem Grunde wurde er bereits mehrmals von theoretischer Seite 
erforscht. Die erste Theorie lieferten BETHE und PEIERLS [1], daneben 
auch FERMI [2] sowie BREIT und Conpon [3], durch Berechnung des 
Dipolwirkungsquerschnittes unter der Annahme, daB die Kraftreich- 
weite Null betrage. Diese Einschrankung konnte natiirlich nicht als 
zulassig gelten und daher berechneten andere Autoren die Formeln fiir 
den Dipol- und teilweise auch fiir den Quadrupolwirkungsquerschnitt 
des Kernphotoeffekts unter umfassenderen Voraussetzungen, also 
unter Zugrundelegung verschiedener Potentialformen ftir das Kern- 
innere mit verschiedenen Kraftreichweiten. Fiir den Fall der recht- 
eckigen Potentialmulde wurden von SExt [4] die allgemeinsten Formeln 
fiir die Wirkungsquerschnitte des elektrischen und des magnetischen 
Dipoliiberganges angegeben, namlich mit endlichem Kernradius und 
verschiedenen Muldentiefen fiir den Grund- und Endzustand. Im Falle 
hoher Energien des einfallenden Lichtquants lieferten verschiedene 
andere Autoren Formeln fiir die Wirkungsquerschnitte, unter anderen 
Rose und GoERTZEL [5], LEVINGER und BETHE [6] ,Pals [7], SCHIFF [8], 
sowie MARSHALL und GuTtH [9]. Die beiden letzteren Autoren bertick- 
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sichtigen auch elektrische Quadrupoltibergange unter Annahme eines 

YuxKawa-, bzw. Exponential-Potentials im Kerninneren. Fir das jf 
Rechteckpotential wird keine Formel angegeben. Eine Wirkung von | 
Tensorkraften auf den Grundzustand wird von RarirA und SCHWINGER | 
(10] in Betracht gezogen und unter diesen Annahmen der Betrag des | 
elektrischen und magnetischen Dipol- und des elektrischen Quadru- | 


polwirkungsquerschnittes fiir einzelne Energiewerte angefiihrt. | 


2. Formel fiir den Quadrupolwirkungsquerschnitt. 


Verwendete Bezeichnungen: 


v Frequenz des einfallenden Lichtquants. 
x,y,z Relativkoordinaten des Systems » — p. 
bo reduzierte Protonenmasse. 

é Elektronenladung. 


l,m  azimutale und magnetische Quantenzahl. 

Yss, Wellenfunktion fiir den Grundzustand des Deuterons. 

Wsp Wellenfunktion fiir den Endzustand des Quadrupoltiberganges. 
E kinetische Energie des emittierten Neutrons. 

€ Bindungsenergie des Deuterons. 

diy’ Kernradius = Reichweite der Kernkrafte. 


Vo Potentialmuldentiefe im Grundzustand. 
Vy Potentialmuldentiefe im *P-Zustand. 
Ve: Potentialmuldentiefe im °D-Zustand. 
On Phase des ?D-Zustandes. 


pil (cos 8) |m|-tes zugeordnetes LEGENDREsches Polynom. 


Ein elektrischer Quadrupoliibergang wird gegeniiber dem Dipol- | 
iibergang nur einen kleinen Beitrag liefern, doch wird dieser Beitrag | 
einen merklichen Wert annehmen, sobald man mit der Energie des |} 
eingestrahlten Lichtes tiber 20 MeV hinausgeht. Ein solcher Quadru- 
poliibergang kommt infolge der Auswahlregel 4/ = + 2 zustande || 
durch Ubergang des Neutrons aus. dem Grundzustand 3S, in den | 
kontinuierlichen ?D-Zustand bei Erhaltung der Spinrichtung. Die Her- 
leitung der Formel fiir den Wirkungsquerschnitt des Prozesses soll im | 
folgenden kurz skizziert werden. 

Die Formel des Dipolwirkungsquerschnittes kann nach einer statio- 
naren Stérungstheorie abgeleitet werden (vgl. [4]). In dieser Ableitung 
treten Ausdriicke der Form | 


nmi—x 


Ay = | ys eradeyy-e Bathe, 


auf, wobei y, den Grundzustand, p die kontinuierlichen Endzustande 
darstellt. Die e-Potenz, die das Vektorpotential der Lichtwelle dar- 
stellt, kann fiir weiche Strahlung (c/y >> x) gleich eins gesetzt werden, 
was zur Formel des Dipolwirkungsquerschnittes fihrt. Eine Beriick- | 
sichtigung auch des zweiten Terms in der Entwicklung 


oe: 
ui — xX 


Y 
e © = ]-+n2—x +... 
é 
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fihrt auf den Quadrupolwirkungsquerschnitt, da dann A, durch die 
Matrixelemente des elektrischen Dipol- und Quadrupolmomentes aus- 
gedriickt werden kann (s. z. B. W. HEITLER, ,,The Quantum Theory of 
Radiation [11]). Es ergibt sich 


2muy 


h 


A, = (36 + a2 at 


mit dem Dipol-, bzw. Quadrupolmoment 


eM, =5 | y* zy, dt 


cMu=< [ys % ZW, aT 


In der Formel des Wirkungsquerschnittes 


8 23 » 
o=—— ¥"\eM,) 
— 
l,m 


ist demgemaB MW, durch 
M,+2i-— Mas 


zu ersetzen. Infolge der Realitat von M, und M,, sieht man, daB sich 
die entsprechenden Wirkungsquerschnitte additiv zusammensetzen, 
und man erhalt somit fiir den Wirkungsquerschnitt des Quadrupol- 
uberganges bei Beriicksichtigung der Auswahlregel A] = + 2: 


| i) 
TET? * 
Tor eg mA i Wss, XZ Wop AT (1) 


|m| S2 


Ferner besteht ein Zusammenhang zwischen den Energien des ein- 
fallenden Lichtquants und des emittierten Neutrons sowie der Bindungs- 
energie des Deuterons durch die ErnstEInsche Gleichung des Photo- 
effekts 


E=hv—e (2) 
Die auftretenden Wellenfunktionen kénnen in bereits normierter 


Form aus [4], bzw. aus einer Arbeit von BERGMANN [12] entnommen 
werden und lauten folgendermaBen: 


k ea] : 
: -—-sin M9 kgf fire, 
2 ls Ka To) r 


(3 a) 


Ys, Sa - Y% 1 
sap ees PHN Mg Ng lg alae me kul, Fe Te 
27 (1 + ko 7) us 
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ie ee 3 | 
a.» kr}. 
Np: -N% Aa 1) sina 7 Pag ai 
- PY"(cos 9) - ei? fir 71% 


psp = 1 3 3 
Np: —: \lasa— 1 sin (kr + 63) —7— cos (kr + 95) ; 


y \\p2 72 
- PY" (cos 9) + em? [the oe aw g 
: (3 b) | 
wobei folgende Bezeichnungen verwendet werden: 
siuahi Vas vel 1 | 
na= (— ) ky = 5 (2 e)* | 
ale fears 


Poel Ce aan ae at 
P| RR 4x (2+ |m))! 


no — sin (Rk Yo + 6o) . i 
Psinngkty A 
3 
A= ISAT + (Ng? — 1) + (1— gk rq ctg mg k%) + 1 
Die Phase 6, kann eliminiert werden durch die Beziehung 
ctg (k% + 65) = wis f ener —nghry-ctemah re (4a) | 
k 1% A . 


welche umgeformt lautet: 
AZ 29% 


in2 
sin (hr + 92) = gape, 2 7 (A—1 +4 mghr,ctg ng hr)? 


(4) | 


Diese Beziehung stammt aus der Forderung eines glatten Uberganges 
der radialen Wellenfunktionen am Kernradius. 


3. Auswertung der Formel fiir oo. 


GemiB der Anschauung, daB zwischen den Elementarteilchen Aus- 
tauschkrafte bestehen, miissen im Grund- und Endzustand verschiedene 
Potentialtiefen angenommen werden (Vj und V,). Da aber der Wir- 
kungsquerschnitt des Quadrupoliibergangs gegentiber dem _ Dipol- 
querschnitt sehr klein ausfallt, kann dieser Unterschied zwischen den 
Potentialmuldentiefen vernachlissigt werden, was im Verlauf der Dis- | 
kussion auch durchgefiihrt wird. In der Rechnung hingegen wird | 
V)# Vz angenommen, um eine mdglichst allgemeine Formel zu er- | 
halten. 
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Einsetzen der expliziten Formeln fiir die Wellenfunktionen in den 
Ausdruck fiir og (1) liefert 


cir opt : 
Co 2c (Res) tf 
mit 
7 m Qn 
2 
1 — DY { | sint0 cos. ir (cos #) a9: | ee-cosp a] > 
|m| <2 0 eu 


Rb YM 
—_ 0 i eA Che 
iened RD 
R,= Ro 
2° (1+ Ry % 


1 


i : 3 ; 3 
a ay S| Pace aie ee a ee 
if -| r?-sin ng kyr leew 1) sin mB = cos nahh a 


P 2 


Ye 
; -Np-sin Mg ko tg: eh * Jig 


.= frre. lee ) sin (kr + 8.) — > - cos (kr+ sa} dr. 


Unter Beniitzung der Beziehungen 
2n 


frmongig=[(0 8 ple 


fir |m|=1 
0 
P3 (cos 9) = 3-cosd+ sind 


erhalt man fiir das Winkelintegral: 


Etwas langwieriger wird die Auswertung der radialen Integrale, sie 
gelingt aber durch partielle Integrationen. Man erhalt unter Ver- 
wendung der Formeln (4a) und (4b) und der Eigenwertgleichung fiir 
den Deuterongrundzustand [4]: 


Mg Ry Ct Np hy % = — Ko (5) 
schlieBlich das gewiinschte Ergebnis 
12800" Ga aWa Me al ee (6) 


oa OMe Poe yale ee ee pe 
15 he cth 1+ %o% Punt 0.070 (k2 + hg?)6 Q» 


axe) == 
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wobei folgende Abkiirzungen verwendet wurden: 


Do = (1 Zap) Rt, ae (1 +8 Rb” alee {ae Yo) 5 E x (152 N3—1) 


— EG byr: (NP (758) (7 +3n)) A geatyt-(v—1)|+ | 


+ (1+p 7) i- B+ (2 N3—1)+ PG here? (N—1)—3G? ke rett| +| 


| 
| 


1 
+ 5G HIG? (mg NO (E 5) + (n + 5)) 4 1G +5) rth 
1 1 2 1 
== = . - 2 2. 
UT] ares ea eee 
] E+e 
ee Tien ae tee 
i — = 
Ei Se 
Vee € ” 
b= TR 1=F kh’ = n,k ctg ny k ro. 
2 


Der Ausdruck fiir k’” wurde in Analogie zur Eigenwertgleichung (5)}} 
gebildet. Zum Unterschied von ky hat aber k’’ keine physikalische Be-4 
deutung, sondern ist nur eine reine RechengroBe. 

Fiihrt man durch Gl. (2) und durch die Definitionsgleichungen fiir} 
k und ky die GroBen F und ¢ ein, so 1aBt sich Gl. (6) umformen zu 


. 22th i 60) se V got Ey 
OSE dee 1thir Ve (EB ee 


Do?, (7) | 


bc 
wobei die Eigenwertgleichung (5) in der Gestalt 
y= 
Sin vig here Se 
Vo 


verwendet wurde. | 

Vernachlassigt man die Austauschkrafte, das heiBt setzt man die | 
n — p-Wechselwirkung durch eine gewdhnliche WicNER-Kraft fest, || 
indem man V, = Vy annimmt, so erhalt man eine wesentlich einfachere 
Formel fiir ®g, namlich 


Do = [(1 + AERP? + (1+ B RY 7Q)*]—% (0 —#"m) - b [ks - 


Ou a V 1 
+ Se hgrse +m [++ Aan)-[—8- yl aetgt + 1] 
BY ome 
5 GR ee + SG (n + 5) her? ° 


Dabei ist in 8, € und k” ebenfalls noch V, = Vy zu setzen. 
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Man bemerkt, da fiir das einfache Potentialmuldenmodell ein 
weitaus komplizierterer Ausdruck fiir og resultiert als bei der Ver- 
wendung anderer Potentiale ([8], [9}). 


4. Diskussion der Formeln. 


Eine Untersuchung des Wirkungsquerschnittes fiir den Quadru- 
poliibergang bietet hauptsachlich Interesse, wenn ein Vergleich mit dem 
Dipolwirkungsquerschnitt erfolgt. Wir wollen daher auch eine Dis- 
kussion des Dipolwirkungsquerschnittes durchfiihren und bedienen 
uns dazu der Formeln, die SEXr [4] geliefert hat. Daneben iibernehmen 
wir zum Vergleich die Kurve von Pats [7]. Beide Kurven unterscheiden 
sich nur unbetrachtlich, obwohl die letztere nach der MoLLER- 
ROsENFELDschen Theorie der Kernkrafte berechnet wurde. 

SEXLs Formel fiir den elektrischen Dipolwirkungsquerschnitt lautet 


p beste oe Se Be Op 
Ste ep Py at (Ee)?. 
mit 
, 2 
Teel ete E) +R 7,2- 
2 1— 2, kr, ctgn, kr, 
7 2>,-% 
. te Be ° 2V,N\?—2E:- (1—N,?) — 
1—7,kry)-ctgn,k7, | 


22 y 2 
Ny* k* 7, 


1—n,kryctg ky 


—hgte Nelo oS 


(Ro 7%)” : 
N : Eu ‘ 
— P PP ee ee 
1 Vo— Vy Wey E 
1 
Bete 


Die Verschiedenheit von V, und V, bedeutet die Annahme, daB 
Austauschkrafte vorhanden sind, die zwischen Neutron und Proton 
herrschen. Fiir eine mehr qualitative Diskussion, wie es ja diese Ab- 
schatzung der relativen GroBenordnungen fiir den elektrischen Dipol- 
und Quadrupolwirkungsquerschnitt sein soll, kann in erster Naherung 
V, = V, gesetzt werden. 

Der Kernradius wird gleich dem Elektronenradius 7) = 2,8- 10~13 cm 
gewahlt. Die GréBen 7) und Vy hangen durch die Figenwertgleichung 
fiir den Deuterongrundzustand zusammen, und es ist daher méglich, 
die Potentialmuldentiefe durch Vergleich mit experimentellen Ergeb- 
nissen zu bestimmen. Fiir diese hat sich der Wert Vj) = 20 MeV be- 
wahrt und wird hier auch bei der Diskussion verwendet. Eine Vernach- 
lassigung der Austauschkrafte fiir den Quadrupolwirkungsquerschnitt, 
also die Annahme, daB V, = V, sei, ist erst recht gestattet, da dieser 
ohnehin sehr klein ausfallt. 
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Die wesentliche Energieabhangigkeit des pee bier koa 
vermittelt der Faktor 
Eth 
(ae 
die des Quadrupolwirkungsquerschnittes der Faktor 
Els 
(Efe)* 
Beide Faktoren liefern Kurven ahnlicher Gestalt, die mit wachsendem 
E-von 0 zu einem Maximum ansteigen und dann wieder gegen 0 ab- 
fallen. Bei der numerischen Auswertung wird selbstverstandlich auch 
die Energieabhangigkeit des Zusatzfaktors ® in Betracht gezogen. 


Dieser verandert aber die Kurve nur unwesentlich. Die Kurven sind in 
Abb. 1 und Abb. 2 zu sehen. Die gestrichelte Kurve in Abb. 1 ist das 


20 


0 7S 
Lia ltevV —~— 


Abb. 1. Energieverlauf des elektrischen Dipolwirkungsquerschnittes. fiir die gewdhnliche Poten- 
tialmulde ohne Austauschkrafte (nach SExL); 7) = 2,8.10—%cm, V, = 20 MeV. 
—-—-—-— nach der MoLiFr-Rosenretpschen Kernkrafttheorie (mach Pats). 


zum Vergleich eingetragene Ergebnis der M@LLER-ROSENFELD- Theorie 
nach Pais [7]. Man sieht, da®B die Dipolkurve ein Maximum von 
24- 10-8 cm? bei einer Energie von 2,5 MeV erreicht. Das Maximum 
der Quadrupolkurve betragt dagegen 2,4: 10—*° cm? und wird bei einer 
viel hdheren Energie angenommen, namlich bei 12 MeV. Aus diesem 
Grunde spielt der Quadrupoliibergang nur bei hdheren Energien eine 
Rolle. Dazu ergibt sich noch die interessante Feststellung, daB bei 
hoheren Energien der Dipolwirkungsquerschnitt starker abfallt als der 
Quadrupolwirkungsquerschnitt, so daB beide bei etwa 55 MeV die gleiche 
Gr6Be erreichen. Allerdings fallt der letztere bei noch hoéheren Energien, 
etwa ab 60 MeV, wieder gegen den ersteren zuriick. 

Eine ziffernmaBige Angabe des Verhaltnisses og : op wiirde jedoch 
von geringem Wert sein, denn diese Diskussionen hier sind infolge der 
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Vernachlassigung der Austauschkrafte, deren Vorhandensein ja experi- 
mentell nachgewiesen ist, mehr von qualitativer Bedeutung. Aber auch 
eine Beriicksichtigung derselben wiirde nicht ausreichen, da bei Uber- 
gang zu noch héheren Energien auch die héheren Multipole nacheinander 
auftreten wiirden. SchlieBlich k6énnte auch noch die Giiltigkeit des ein- 
fachen Muldenpotentials in Zweifel gezogen werden. Daher sollen in 
dieser Arbeit nur obige Abschatzungen der GréBenordnungen gebracht 
werden. 


g 70 20 IO 40 50 60 
Linley ——> 


Abb. 2. Energieverlauf des elektrischen Hes pen ies oes pig: ann eine gewohnliche Potential- 
mulde ohne Austauschkrafte; 7,=2,8.10—' cm. V, MeV. 


Fiir sehr hohe Energien (iiber 100 MeV) ist es méglich, den End- 
zustand gema8 der Bornschen Approximation als vollig freie ebene 
Welle anzunehmen, wodurch eine vollstandige Beriicksichtigung der 
Retardierung erméglicht wird. Die im Matrixelement auftretende 
e-Potenz braucht nicht entwickelt zu werden und in der Endformel ist 
somit der Beitrag samtlicher Multipole enthalten. Diese Methode wurde 
von ROSE und GOERTZEL [5| angewendet. 


Zum AbschluB sei noch bemerkt, daB auch fiir den photomagnetischen 
Ubergang ein Quadrupolwirkungsquerschnitt berechnet werden kénnte. 
Da jedoch der magnetische Dipolwirkungsquerschnitt nur bei ganz 
kleinen Energien eine merkliche GroéBe aufweist und im Maximum 
des elektrischen Dipolwirkungsquerschnittes nur einige Prozente des- 
selben ausmacht, so wird der noch viel kleinere magnetische Quadru- 
polwirkungsquerschnitt besonders bei héheren Energien ganz vernach- 
lassigbar. 

Es ist uns eine angenehme Pflicht, Herrn Prof. Dr. TH. SEXL fiir 
die freundliche Aufmerksamkeit zu danken, die er der Fertigstellung 
dieser Arbeit gewidmet hat. 
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Zur Begriindung 
der Strahlenoptik aus der Maxwellschen Feldtheorie. 


Von 
Georg Mandl, Wien *. 


(Eingelangt am 15. Januar 1953.) 


Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die Begriindung der geometrischen 
“Optik aus der Maxwettschen Feldtheorie, und zwar fiir allgemeine optische 
Medien. Obwohl von SoMMERFELD und RUNGE bereits 1911 die Strahlenoptik 
isotroper Medien als Grenzfall der Wellenoptik erwiesen worden war!, versuchte 
erst 1945 N. ARLEY? die naheliegende Ausdehnung der von SOMMERFELD ange- 
wendeten Methode auf die Optik anisotroper und inhomogener Medien. Die von 
den genannten Autoren beniitzte Methode stellt eine weitgehende Spezialisierung 
-der auf die Wellengleichung angewendeten Caucuyschen Charakteristikentheorie 
‘dar, mit deren Hilfe Autoren wie HapAmaRD, Levi-Civita, HILBERT-COURANT 
und andere® gezeigt haben, wie man zu den Grundbegriffen der Strahlenoptik 
_gelangen kann. Doch ist diese allgemeine Theorie nicht im Stande, eine Ab- 
-grenzung des Giiltigkeitsbereiches der Strahlenoptik zu liefern. 

Eine wirklich befriedigende Darstellung des genannten Gegenstandes ist 
‘noch nicht gelungen. Auch die Arbeit von ARLEyY erscheint in mehreren 
Punkten als erganzungsbediirftig. Es diirfte daher eine neuerliche, kurz zusammen- 
fassende und erganzende Darstellung nicht unberechtigt sein, wenn sie auch einige 
Fragen offen lassen muB. 

Im ersten Teil wird die Eikonalgleichung des anisotropen, inhomogenen 
Isolators mittels der Charakteristikentheorie aus der Wellengleichung gewonnen 
und ihr im zweiten Teil mittels der Variationsrechnung das FERMatsche Prinzip 
zugeordnet, woraus sich die gesamte Strahlenoptik gewinnen l4Bt, wie etwa 
-C. CARATHEODORY und PH. FRANK‘ ausfiihrlich gezeigt haben. Im dritten Teil 
wird endlich der Giiltigkeitsbereich der Strahlenoptik untersucht. 


I. Die Wellenfronten des Lichtes als charakteristische Flachen der 
Maxwellschen Gleichungen. 


Die Grundbegriffe der Strahlenoptik: Wellenfront und Strahl, lassen 
sich mittels der CAucHyschen Charakteristikentheorie fiir ganz be- 
liebige Medien und ohne Zugrundelegung von speziellen Loésungen oder 
Lésungsansatzen aus den MAxwe tschen Gleichungen oder den daraus 
gewonnenen Wellengleichungen erhalten’. 


* Die vorliegende Arbeit stammt aus dem Seminar von Prof. Dr. WALTER 
GLASER, Techn. Hochschule, Wien. 
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Der Begriff der Wellenflache ergibt sich bekanntlich bei Betrach- || 
tung von raumzeitlichen Ausbreitungsvorgangen, welche Lésungen der ||f 
Wellengleichung® sind. Die sich ausbreitende Erregung wird namlich | 
zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ eine Grenzlage erreicht haben. Diese | 
Grenzflache @ (%,, %, %3, #), oder anders geschrieben ¢ — S (%4, %_, %3)=0, |} 
stellt eine mit der Zeit ¢ durch den x-Raum wandernde Flache dar, | 
auf welcher sprunghafte Unstetigkeiten der Lésung selbst oder ihrer, || 
zur betrachteten Flache transversalen Ableitungen, zu erwarten sind. — 
Die Flichen, auf denen solche sprunghafte Unstetigkeiten stattfinden 


kénnen, heiBen Wellenfronten oder -flachen. 


Zur Illustration sei an die allgemeine Lésung des Ausstrahlungs-. | 


problems der speziellen Wellengleichung 
3 


oS 02U 02U eet) 
ax,2 of 


v=1 


erinnert. Auer im Nullpunkt sei zur Zeit t= 0: U = 0U/a%t=0 
und fiir 7 = tou x,2—= 0 habe die Lésung eine Singularitat derart, | 


daB 


gilt. Das Integral links ist tiber eine Kugel K um den Nullpunkt vom | 
Radius ¢ erstreckt, 0U/dy ist die Normalenableitung auf der Kugel- | 


oberflache, g (¢) die Intensitat der Ausstrahlung als Funktion der Zeit, 


wobei g (¢) = O ist fiirt < 0. Fiir¢ > 0 ist die Lésung des Ausstrahlungs- | 


1 


problems: U =-——g(t—vr), also die Lésung in einem Punkt || 


427 


P (%,, Xg, ¥3) zur Zeit ¢ nur von einem einmaligen Impuls zur Zeit ¢ — r | 
abhangig, welcher sich im Moment ¢ gerade mit der, hier gleich 1 ge- || 
setzten, Geschwindigkeit vom Nullpunkt bis nach P ausgebreitet hat. | 


Die sprunghaften Unstetigkeiten der Intensitatsfunktion g (é), bzw. 


deren Ableitungen, zu Beginn ¢t = 0 des Ausstrahlungsvorganges, haben | 


3 


also zur Folge, daB die Kugelflachen D> = Unstetigkeitsflachen 
y=1 

der Lésung U, bzw. ihrer Ableitungen sind. 

Welches ist nun die genaue Bedingung dafitir, da eine Flache 
P (X41, %_, Xs, t) = 0 Unstetigkeitsflache der betrachteten Art sein kann 
fiir eine Lésung einer Wellengleichung, das hei8t einer linearen par- 
tiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung oder eines Systems von 
drei solchen Gleichungen ? 

Hierzu sei an einiges aus der Charakteristikentheorie partieller 
Differentialgleichungen erinnert! 
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Liegt die lineare Gleichung erster Ordnung 
4 
0U 
» az +bU+e=0 (1) 
eee ee 
vor, worin U die gesuchte Funktion der unabhangigen Variablen x, 
und aj, b,c von U unabhiangige, reelle Koeffizienten sind, so fiihrt die 
Frage, ob und wann durch die Vorgabe von Anfangswerten der Lésung U 
auf einer Flache  (*, %9, %5, x4) = 0 durch die Differentialgleichung (1) 
auch die ersten und héheren Ableitungen von U eindeutig bestimmt sind, 
auf die bekannte Alternative: 


Entweder ist 
4 


Ney 
= aj Ox; =a 0, (2) 
dann sind durch die Vorgabe der Anfangswerte und die Differential- 
gleichung (1) selbst, alle ersten und héheren Ableitungen von U ein- 
deutig bestimmt: oder es ist 


4 

Co) 
Daz =, (3) 
4=1 


dann stellt die Differentialgleichung (1) auf der Flache@ (41, %, % %,) = 0 
eine einschrankende Bedingung fiir die vorzugebenden Anfangswerte dar. 

Eine Flache langs welcher Gl. (3) gilt, hei®t eine Charakteristik der 
zugehorigen partiellen Differentialgleichung und Gl. (3) selbst charak- 
teristische Gleichung. 

Obige Fragestellung laBt sich ohne weiteres auf die in dieser Arbeit 
zu betrachtenden linearen partiellen Gleichungen zweiter Ordnung und 
auf lineare Systeme erster und zweiter Ordnung iibertragen. Fiir die 
lineare Gleichung zweiter Ordnung 


4 4 

aU aU 

i ga Mie Bis os (= 
ZL Mik ax, Ox, us > b Ae 0 (4) 
i,k=1 i=1 
erhalt man als charakteristische Gleichung 
4 
op 
j =, ) 

P a 4 Ox; OXp 0 ( ) 


worin die aj wieder reelle, nur von den unabhangigen Variablen +x, 
abhangige Koeffizienten sind. 

Entsprechend ist fiir ein lineares System erster Ordnung von m 
Gleichungen fiir m gesuchte Funktionen U; 


m 4 
7] : : 
ales SS Bi. Gia wij. Pinte “gee; (475 U,) (6) 


k=1r=1 
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die charakteristische Gleichung in Determinantenschreibweise 


4 
7) 
ae [pow = 7 
zy Ftk OX, 0. ( ) 
r=1 
van ein pees System zweiter Ordnung 


a2U | . au | 
Sed Sei ae ae =§ (¢=1...m) mit ga e(n 2 vs) (8) | 
ist die aneariaiealans Gleichung 


| r,s=1 


Die aj, und a sind wieder die reellen Koeffizienten der héchsten | 
Ableitungen in den Gleichungssystemen. Der Index 7 ist die Nummer | 
der Gleichung, k die Nummer der gesuchten Funktion. 

Die angegebenen charakteristischen Gleichungen sind zunachst noch 
keine echten Differentialgleichungen, denn sie brauchen ja nur langs 
der Flache @ (%,, %», %3, %4) = 0 erfiillt zu sein. Lést man aber p= 0 | 
nach einer der Variablen, etwa x,—=¢ auf, und_schreibt also | 
1 = S (x1, %g, %), So wird aus der Charakteristischen Gleichung nach | 
Einsetzen von ¢— S (x,) fiir p eine echte Differentialgleichung fir die 
von den drei Variablen %,, %, %3 abhangige Funktion S. Charakteristiken |} 
kénnen natiirlich nur dann existieren, wenn die charakteristische Glei- 
chung iiberhaupt durch reelle S (x,) befriedigt werden kann, wofir 
notwendige Voraussetzung der nichtelliptische Typ des betrachteten | 
Gleichungssystems ist. Es laBt sich leicht zeigen, daB die allgemeinen | 
MAXwELL-Gleichungen von hyperbolischem Typ sind. 

Ebenfalls kann man, wie noch erwahnt sei, zeigen, daB die charak- | 
teristische Gleichung, welche zu einem Differentialgleichungs-System | 
gehort, das lediglich durch Eliminationsprozesse aus einem anderen 
entstanden ist, enthalten ist in der zu diesem anderen Differential- | 
gleichungs-System gehdérigen charakteristischen Gleichung. Fiir die | 
folgenden Betrachtungen ist es also gleichgiiltig, ob man ihnen die aus | 
den MAXwELt-Gleichungen oder aus den Wellengleichungen gewonnene | 
charakteristische Gleichung zugrunde legt. | 

Wenden wir nun die angefiithrten Ergebnisse der Charakteristiken- 
theorie an auf das System der MAxwe tschen Differentialgleichungen, 
des inhomogenen, anisotropen Isolators 


take 
rot § — —<«. 3 = (0), 
(10) 
rot & ae Hees 0 
ot 


mit den Zusatzgleichungen | 
div (e ©) = div (u §) =0 (11) | 
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wobei die magnetische Permeabilitaét w als skalare Ortsfunktion und e, 
der Dielektrizitatsfaktor, als ein symmetrisches Tensorfeld zweiter Stufe 
e* (x, %, %3) zu betrachten ist. 
Eine Flache @ (1, %, x3, 2) = 0, oder anders geschrieben 
p= ci—S (x1, Xo, X%5) = 0 


sei fiir ein Lésungssystem E;, H; (i = 1...3) der MAXWELL-Gleichungen 
eine Unstetigkeitsflache. Die E;, H; selbst sollen beim Durchgang 
durch sie stetig bleiben, aber die ersten und hoheren, zur Flache trans- 
versalen Ableitungen eine sprunghafte Unstetigkeit erleiden. Wie 
gleich gezeigt wird, ist das nur dann méglich, wenn S = S (x,) Losung 
der zur den MAaxwett-Gleichungen gehérigen charakteristischen 
x (7) ist, welche fiir » = ct—S (x,) in Determinantenschreibweise 
autet : 


A a: ae 05 
Chan OX, 

ch a oe So as eS 

OX Ox, 
e381 p82 g 38 as ee0S: 

OX» Ox, a 12) 
P BS ane est hl 

0%, «OX, ss 

as as 
— —— 0 bu 0 
OX, Ox, 
aS aS 


Ware dies namlich nicht der Fall, so wiirden nach Vorgabe von 
Anfangswerten £;°, H;° fiir ¢ = ¢) langs der betrachteten Flache S = ¢ fy, 
alle ersten und hodheren Ableitungen in einer beidseitigen Umgebung 
dieser Flache eindeutig bestimmt sein. Im Gegensatz zur obigen Un- 
stetigkeitsforderung®. Zu beachten ist, daB die Unstetigkeitsflachen, 
das heiBt die Wellenfronten der oben betrachteten Art, als Losungen 
der charakteristischen Gleichung, von den Lésungen der MAXWELI- 
Gleichungen unabhangig sind, da ja die charakteristische Gleichung 
selbst wegen der Linearitat der MAXWELL-Gleichungen von den E;, H; 
unabhiangig ist. Der Linearitat der MAX WELL-Gleichungen ist es also 
zu verdanken, daB man die Eikonalgleichungen fiir das allgemeinste 
Medium ohne Zugrundelegung eines speziellen Lésungsansatzes der 
Wellengleichung gewinnen kann. 

Gl. (12) scheint aber zunachst noch nicht alle méglichen Wellen- 
flachen zu liefern, 148t man nadmlich sprunghafte Unstetigkeiten der 
E;, H; selbst beim Durchgang durch die Flache S = c¢ zu, so muB 
S (x,) keineswegs mehr Losung der Gl. (12) sein. Denn betrachtet man 
eine beliebige Flache S = ct, in deren Umgebung nach Belegung mit 


Acta Physica Austriaca. Bd. VI1I/4. 24 


370 G. MANDL: 


irgendwelchen Anfangswerten £;°, H;°, eine Lésung der MAXWELL- | 
Gleichungen existiert, und schreibt auf beiden Seiten dieser Flache |} 
verschiedene Anfangswerte vor, so ergeben die beiden, auf je einer | 
Seite der Flache existierenden Lésungen zusammen, eine, in einer | 
ganzen beidseitigen Umgebung dieser Flache existierende Lésung mit | 


der gewiinschten sprunghaften Unstetigkeit auf S(%) = 


Eine vollstandige Erfassung aller méglichen Wellenfronten, also | 
auch der zuletzt betrachteten, wird jedoch méglich, wenn man statt || 


von den Maxwettschen Differentialgleichungen, von den dazu aqui- 


valenten Integralgleichungen ausgeht. Die MAxwe.tschen Integral- | 


gleichungen sind den Differentialgleichungen bekanntlich véllig aqui- 
valent, wenn die E;, Hj, «**, w mit ihren ersten Ableitungen tiberall 


stetig sind. Aber sie sind insoferne allgemeiner, als sie noch ihren Sinn | 
behalten fiir unstetige Funktionen E;, H; solange diese integrabel | 
sind, was fiir Funktionen mit den betrachteten endlichen Spriingen | 


jedenfalls zutrifft. 


Um die genannten Integralrelationen zu erhalten, integrieren wir 


die Gln. (10) iiber ein Gebiet G des R, (x,, %g, %3, t), welches von der 
geschlossenen, dreidimensionalen Flache F: o (%1, %, %3,t) = 0 be- 
grenzt sei. Die Anwendung des Gaussschen Integralsatzes hefert dann 
die Beziehungen: 


3 1 
do do ad, d| | 
Tieton aE E = 
| Ory Bags = — 4 4 
F =] } 


do do 6 af | 
f(z... Ey eai Fiat Omi 42 an as 4 caer == 


EF \ y 00 ar 00 . 
; am: Ox, ot 


(CE) Perot (13) | 


Die Integration im R, wird durch die einfache Gestalt der MAXWELL- | 
schen Gleichungen in der Relativitatstheorie nahegelegt, aus welchem | 


man auch nach Nullsetzen der Viererstromkomponenten, Integration 
iiber ein Gebiet des Ry (%,, %, %3,¢c¢¢) und Verwendung des Gauss- 


schen Integralsatzes die Relationen (13) erhalt, wenn man fiir die | 
Komponenten des Feldtensors die entsprechenden Komponenten von | 


© und § setzt. 


Es sei nun ferner angenommen, daB e, in © durchwegs stetig seien, 


jedoch sich das Feld €, § selbst, beim Durchgang durch ein Hyper- 
flachenstiick J’, welches die geschlossene Flache F (und damit das. 
Gebiet 6) in zwei Teile /; und Fy, teilt, sprunghaft unstetig verhalt- 
Es sei also beim Durchgang durch I” € — G = [€] #0 und 
§7 — §' = [$] 4 0.- F'sei ein Stiick der Flache  (x,, %5, %, 6) = 03 
seine nach auBen weisende Flachennormale hat daher die Komponenten 
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ay (ap\? [ap\2 a ap\? — [ag\? 
lV (ae) + (By. ery a ey + (BY 
Die Integralrelationen (13) miissen nun auch gelten, wenn iiber die ge- 
schlossenen Flachen F; + I” und Fy, + I’ integriert wird. 
Die Integration iiber F; + I liefert: 
i a a 
[ oay+ | (Hie, Hi, 
2 a one 


Ni +1 OXi+2 


ik ap dj 
Se x ee ee eee = 0, (14) 


/} 3 
| Vv aq 2 ay 2 
: a (2 Rr (22) 


worin ® den Integranden der ersten Gl. (13) bedeutet. Die Integration 
liber F,7; + I liefert: 


5 : ay a 
fra) (ise ah, 
FP 


Miz OX 42 
Pry 
tk fa) d 
> EF 2) eat =0. (15) 
k | ~e ap 2 Ye ap 2 
ag Ox ot 


Nach Addition von Gl. (14) und (15) und Subtraktion vom ersten 
Gleichungstripel in (13) bleibt 


: dy 
[ (ue Ge; [Hi +1] 3 a 
7 fe 
tk fa) df 

Sy | at (16) 

Peel ‘€ 

k \/ vw oy beat op 2 

oa OX, at 


ik 


a a € OF; 
ee > 0 far al 
t+1 k 


und analog bei Verwendung des zweiten Gleichungstripels in (13): 
oy , oy May, OP 
ee Jaks = ()) 17 b 
Pee alt dS (17 b) 
Fiir die sechs Komponenten der Sprungvektoren [€], [§| hat man 
also in (17 a), (17 b), sechs lineare Gleichungen. Um, wie vorausgesetzt, 
ein nichttriviales Losungssystem zu erhalten, muB die Koeffizienten- 
determinante verschwinden. Dies liefert, wenn man noch @ (x,, t) = 0 
24* 


372 G. MANDL: 


in der Gestalt p = ct—S (%1, %2, %3) = 0 schreibt, gerade die bereits | 
bekannte charakteristische Gl. (12)?. Es miissen also auch die Unstetig- |f 
keitsflachen des Feldes selbst Lésungen der charakteristischen Gl. (12) | 
sein. Somit stellt fiir den Isolator die Lésungsgesamtheit der charak- | 
teristischen Gl. (12) genau die Gesamtheit der im betrachteten Medium 
iiberhaupt méglichen Wellenflachen dar. Durch das Anfangswert- | 
problem wird aus dieser Gesamtheit im allgemeinen eine Lésung | 
S («%,) = ct ausgesondert, also eine mit der Zeit ¢ im Raum fortschrei- | 
tende Wellenfront. 
Der weiteren Diskussion legen wir die charakteristische oder Eikonal- 
gleichung in der einfacheren Form zugrunde, wie man sie nach Gl. (8) | 
aus dem System der Wellengleichungen erhalt. Wie bereits erwahnt, 
ist es gleichgiiltig, ob man die so gewonnene charakteristische Gleichung | 
oder Gl. (12) betrachtet, da beide Gleichungen, wie man sich auch durch . 
Ausrechnen der Determinante in Gl. (12) direkt tiberzeugen kann, 
iibereinstimmen. Als Wellengleichungen erhalt man nach Elimination | 
des magnetischen Feldvektors § aus den MAXweELL-Gleichungen in der 
bekannten Weise fiir die Komponenten £; des elektrischen Feldvektors € 
das gekoppelte, lineare System von drei partiellen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung: 


: grad u ft GE 
A re Bre iar ream ee aa 8 (18) 
Die zugehérige charakteristische Gleichung ist in Determinantenform 
aS aS 
; pees eee Sn) DYN lee 
[b &i% + es (grad S)? dx | = 0, (19) 


wenn wieder gesetzt wird m= ct—S (x1, %, %3) = 90. DaB diese | 
Gleichung gegeniiber einer beliebigen Transformation des Koordinaten- | 
systems invariant ist, l4Bt sich unmittelbar zeigen. Der Ausdruck 


ist namlich gerade der fiir ein kartesisches Koordinatensystem ge- | 
schriebene kovariante Tensor zweiter Stufe, der in einem beliebigen | 
Koordinatensystem %, = %, (xx) lautet: 


a PS 
M u Ox; OX k 


Fiir einen solchen Tensor gilt allgemein die Transformationsregel 


= ax* axh 
‘y Ox; ax* ne ' 
daher folgt bei Beachtung der Multiplikationsregel fiir Determinanten: | 
= ax’ |? | 
a; —s tk ee: <5 
Faial = lal | a | 


Verschwindet also |ajg|, so auch |@ia|. 
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Eine bedeutende Vereinfachung der Eikonalgleichung (19) laBt sich 
erreichen, wenn es gelingt, die Glieder ej, fiir die 7 sao iu, yauhin, Wir 
schwinden zu bringen. Ein symmetrischer Tensor zweiter Stufe liBt 
sich bekanntlich durch eine geeignete orthogonale Koordinatentrans- 
formation immer auf Diagonalgestalt bringen. Im Falle eines allge- 
meinen optischen Mediums ist aber ej, ein symmetrisches Tensorfeld 
zweiter Stufe. Dieses kann durch Hauptachsentransformation in jedem 
Punkt fiir sich in Diagonalgestalt gebracht werden. Die normierten 
Eigenvektoren der einzelnen Transformationen bilden dann in jedem 
Punkt des Feldes ein orthonormiertes Dreibein, also insgesamt ein 
Feld von solchen Vektordreibeinen. Wann wird unser Tensorfeld ez 
fir ein endliches Raumgebiet durch eine eimzige orthogonale Trans- 
formation der Koordinaten auf Diagonalgestalt gebracht werden konnen ? 
Dann und nur dann, wenn die Dreibeinvektoren die Tangentenvektoren 
an die, das ganze Raumgebiet iiberdeckenden, im allgemeinen krumm- 
linigen Koordinatenlinien eines neuen orthogonalen Koordinaten- 
system sind. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist, 


da die orthonormierten Vektoren v(,) des Dreibeinfeldes das System 
der Differentialgleichungen 

Ks OV (a) we dV{a) | t dv(a) 
we ages © 0) ays Te) ape 
erfiillen. a gibt darin die Nummer des Vektors im Dreibein an, yu -die 
Komponentennummer. Summiert wird in jeder Gleichung tiber a und 
insgesamt hat man 27 solche Bedingungsgleichungen. (Vgl. J. A. 
SCHOUTEN: Der Ricci-Kalkiil, S. 120 (114)!) 

Die Gln. (20) sind im allgemeinen nicht erfiillt, wofiir sich leicht 
einfache Beispiele angeben lassen. Auch fiir geschichtete Medien, in 
denen also ¢x, 4 nur von einer Variablen abhangen, gilt dies, wovon wir 
uns an einem einfachen Beispiel tiberzeugt haben. 

Im Anhang wird jedoch bewiesen, dafB sich die Bedingungs- 
gleichungen (20) stets erfiillen lassen, in dem speziellen Fall, daB ein 
Medium vorliegt, fiir dessen Tensorfeld ¢;, bei der punktweise vorge- 
nommenen Hauptachsentransformation immer zwei Eigenwerte iden- 
tisch sind. Anschaulich bedeutet dies, daB fiir jeden Punkt des Mediums 
das zugeh6rige Tensorellipsoid rotationssymmetrisch ist und nur einer 
der orthonormierten Eigenvektoren der Transformation eindeutig 
festgelegt ist. Um diesen herum k6nnen die beiden anderen Eigen- 
vektoren unter Erhaltung der dreifachen Orthogonalitat um einen be- 
liebigen Winkel a verdreht werden, ohne da8 der Tensor seine Diagonal- 
gestalt verliert. Wie im Anhang gezeigt wird, kann a stets so gewahlt 
werden, daB die Gln. (20) erfiillt sind. 

Fiir ein anisotropes, inhomogenes Medium, dessen €ia- Tensor von 
der angefiihrten Art ist, also fiir einen inhomogenen, e:machsigen an- 
isotropen Kristall, laBt sich die Eikonalgleichung (19) daher durch ge- 
eignete orthogonale Transformation des Koordinatensystems bedeutend 
vereinfachen. Ist das neue Koordinatensystem, in dem sich ej, in 


=0 (j7%s=1,2,3) — (20) 
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Diagonalgestalt schreibt x, = %, (%), so wird aus Gl. (19) nach Aus-'| 
rechnen der Determinante und geeigneter Umformung 

(we, — T? gy) (weg — i) 
(21) | 


3 
as \? 
ae ig 89) (u omen Tg.) f cia 2, a [(u él sf = 0. 
Darin ist ae 


as \? I} 
T? = (grad S)?= ee ! 


und git = gi = 1/g; sind die Komponenten des hier in Diagonalgestalt ||| 
auftretenden MaBtensors. N. ARLEY geht in seiner Arbeit? von der}| 
Voraussetzung aus, daB das Tensorfeld eg immer durch eine einzige |} 
geeignete orthogonale Koordinatentransformation in einem ganzen 
Raumgebiet auf Diagonalgestalt gebracht werden kann, und nimmt da- || 
her auch im Gegensatz zur vorliegenden Arbeit allgemeine Giiltigkeit | 
der Gl. (21) und der daraus folgenden FresNELschen Gl. (24) an. 

Im allgemeinen sind die Ausdriicke ( ¢; — T? g;) fiir ein anisotropes }| 
Medium von Null verschieden, weswegen man die Gl. (21) in der Gestalt || 


3 

as \° | 
Ds ay [ (7? g:—we) =1 (22) | 
i=1 
schreiben kann. Um die Eikonalgleichung des homogenen, anisotropen | 
Mediums zu erhalten, setzt man in Gl. (22) die g; = 1, weil man im} 
homogenen Medium ein kartesisches Koordinatensystem benitzen 
kann. Und als Eikonalgleichung des 7sotroben Mediums erhalt man 
aus Gl. (21), wenn man auBerdem ¢,=€,=€,=€ setzt, die Gleichung: || 


(grad S)? = we. (23) 


Die Differentialgleichung (22) kann als Verallgemeinerung der 
FrESNELschen Normalengleichung des homogenen Kristalils auf den 
einachsigen, inhomogenen Kristall angesehen werden. Multipliziert || 
man Gl. (22) mit 7? und zieht beiderseits T? ab, so erhalt man die 
Gleichung: 


y7 [oS ed 
ye, (25) a) (T? g;— we) =0. (24) 


i=1 

Eine Flache aus der beliebigen Schar S (x,) = ct, die durch einen 
betrachteten Punkt P gehen modge, hat als Richtungskosinus a; der} 
Flachennormalen in P bis auf einen gemeinsamen Faktor die GréBen | 
oS 1 = : : 
In Va" Ein durch Vorgabe einer solchen Normalenrichtung in P) 
4 gi 

definiertes Flachenelement kann nur dann zu einer Wellenflache durch P | 
gehoren, wenn der Betrag von 7 der biquadratischen Gleichung 
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4 2 2,2 2, 2 
T* (89 83 & 1” + 8g 81 &9" de + 81 82 &3" Ag") — 


mJ %u([e, 0," (€3 Be + € 83) + & G9” (€1 83 + &3 1) + €3 Gg? (Eo 81 + € Bo) ] + 


+} 42" ey sey = 0 (25) 
genigt, welches die etwas umgeschriebene Gl. (24) ist. Man kann zeigen, 
worauf aus Raumgriinden hier aber nicht eingegangen sei, daB diese 
Gleichung fiir jeden betrachteten Punkt P des Raumes in einem durch 
die e; bestimmten Bereich der a;-Werte zwei reelle und im allgemeinen 
voneinander verschiedene Wurzeln 7,,.2 hat. Fiir den Betrag der 
Wellen- oder Normalengeschwindigkeit w gilt die Beziehung 

|»| = ¢/|grad S| = ¢/|T|, (26) 
wie man durch Differentiation der Schar S=c¢ erhalt. Daraus folgt, 
daB es auch im allgemeinen fiir das betrachtete Flachenelement zwei 
verschiedene Wellengeschwindigkeiten gibt, fiir welche dieses zu einer 
Wellenflache gehéren kann. 

Liegt das allgemeine, inhomogene, anisotrope Medium vor, wofiir 
also Gl. (25) im allgemeinen nicht gilt, so liefert die Eikonalgleichung (19) 
bei obiger Betrachtung nichts Neues, wenn das Medium in hinreichend 
groBer Umgebung des betrachteten Punktes als homogen, anisotrop 
angesehen werden kann. Was hier unter ,,hinreichend groB“ verstanden 
wird, wird weiter unten klar. Ist es aber nicht médglich, das Medium 
in einer solchen Umgebung als homogen zu betrachten, so kann man im 
allgemeinen, wie spater gezeigt wird, auch keine Giiltigkeit der geome- 
trischen Optik erwarten und sich die komplizierte Diskussion der all- 
gemeinen Eikonalgleichung (19) ersparen. 


II. Herleitung des Fermatschen Prinzips. 


Mittels der Variationsrechnung laBt sich bekanntlich aus der 
Eikonalgleichung der Satz von FERMAT herleiten. Fiir ein anisotropes 
Medium gestaltet sich dies allerdings umstandlicher als fiir ein isotropes 
Medium. Am einfachsten ist die Zuordnung eines Variationsproblems 
nach der WerreRstTRASSschen Theorie, welche auch dem Umstand an- 
gemessen ist, daB der Integrand des Lichtwegintegrals eine homogene 
Funktion ersten Grades ist. 

Die Eikonalgleichung eines allgemeinen Mediums ist eine Differen- 
tialgleichung erster Ordnung der Gestalt 


a(x.) =o ieee a One (27) 
0x, 

Die gesuchte Funktion S = S (%,) selbst tritt also nicht explizit auf. 
Nach Einfiihrung kanonischer Koordinaten y, = dS/éx, kann man 
der sogenannten Hamitton-Funktion 4H (x,, y,) in der Umgebung 
eines Punktes x,°, y,°, fiir welche H = 0 ist, ein Variationsproblem in 


Parameterdarstellung zuordnen’. Wird namlich der HAmILToN- 

Funktion H (x,, y,) ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen 
ak, oH . 

po ae (28) 


ros aed mee Won 
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zugeordnet, so gehdrt die Schar von Lésungskurven x, = x, (t) dieser 
Gleichungen, welche man fiir eine vorgegebene Loésung S = S (Xz) 
der HAmILTon-Gleichung (27) erhalt, zu den Extremalen eines Varia-_ 
tionsproblems mit der Grundfunktion 


F (ty) = Syd = AST 9 OH, (29) 


OVy 
Diese Grundfunktion ist in den %, positiv homogen von erster Ordnung 
und der Hamitton-Funktion bis auf einen unbestimmten Faktor 4 
eindeutig zugeordnet. Der Faktor A, der auch in den Extremalen- 
gleichungen (28) auftritt, ist durch die Homogenitat von F verursacht 
und hat auf die Gestalt der Lésungskurven keinen Einflu8, wohl aber 
auf deren Parameterdarstellung. 
Mit anderen Worten besagt obige Zuordnung, daB die Vorgabe 
einer Loésung S = S (x,) der Eikonalgleichung (27) aus den Linien- 


; oH 
elementen (%,, %,) eines Punktes (%,) gerade eines, namlich (:., Nga 2H) 


aussondert und damit im allgemeinen auch genau eine Extremale des 
zugehorigen Variationsproblems durch diesen Punkt. Es geht ja durch 
jedes Linienelement eine Extremale, wenn die LEGENDREsche Be- 
dingung erfiillt ist. Die Erfiilltheit der LEGENDRE-Bedingung l4Bt sich 
fiir das isotrope Medium sofort zeigen, fiir das anisotrope Medium aber — 
ist die Diskussion der LEGENDRE-Bedingung sehr schwierig. 

Bei erfiillter LEGENDRE-Bedingung und wenn nicht alle 0H/dy, 
gleichzeitig verschwinden, JaBt sich das Gleichungssystem 


oH 

OVy 
nach y, und A auflésen und durch Einsetzen von y, = y, (xx, %2) und 
A = 4 (%x, Xx) in Gl. (29) die Grundfunktion explizit angeben. 

Es kénnte auf den ersten Blick erscheinen, als ob man mittels | 
obiger Darstellung als Losungskurven von Gl. (28) nicht alle Extremalen 
bekéme. Aus der Kristalloptik ist namlich die Existenz von zwei 
Strahlen in jedem Punkt bekannt. AuBerordentlicher und ordentlicher | 
Strahl der Kristalloptik gehéren aber zu zwei verschiedenen Lésungen 
der Eikonalgleichung (27). Selbst, wenn die zugehdrigen Wellen- 
flachen dieselbe geometrische Gestalt haben, wie es etwa bei der Aus- 
breitung ebener Wellen im Kristall der Fall ist, so breiten sie sich doch 
mit verschiedenen Wellengeschwindigkeiten aus, gehéren also nach 
Gl. (26) zu verschiedenen Lésungen der Eikonalgleichung. 

Es bleibt nun noch zu zeigen, daB der nach Gl. (29) gebildete 
Variationsintegrand mit dem des FERmatschen Satzes identisch ist. 
Dies kann geschehen ohne explizit den Variationsintegranden angeben 
zu mussen, wenn man sich der allgemeinen Definition des Brechungs- 
indexes bedient. Im allgemeinen unterscheidet man zwei solche Indizes 
My, und ns. My ist in einem betrachteten Punkt P des Mediums definiert 
als der Quotient c/|w|, worin c die Vakuumlichtgeschwindigkeit ist und 


HS, Val Ox ea 
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|w| der Betrag der Geschwindigkeit ist, mit welcher sich die Unstetig- 
keit des Feldes in Richtung der Wellenfrontnormalen durch P aus- 
breitet. m, ist definiert als der Quotient c/|v|, worin |v| der Betrag 
der Ausbreitungsgeschwindigkeit in der Extremalenrichtung ist, bzw. 
der Richtung der charakteristischen Kurven, langs deren sich die Un- 
stetigkeiten des Feldes fortpflanzen. Zwischen My, und ng besteht die 
einfache Relation n; = n, (ns), worin n der normierte Normalenvektor 
der Wellenfront in P ist und s der normierte Tangentenvektor der 
Extremalen durch P. 

Die Richtungskosinus von n fiir einen Punkt der Wellenfront 
S (%) = ct, sind a, = dS /dx,/|grad S|. Ferner ist |w| = c/|grad S|, 
wie man durch Differenzieren von S (%») = ct nach der Bogenlange s 
in Richtung von n erhiilt. 

Wegen y, = 0S/ax, wird daher 


F (xy, %,) dt = BS ys %y at = >"k,a, |grad S| dr = 


La v 


=(ns) See at =, ds 


» 


und erweist sich daher als Integrand des FerMatschen Prinzips 


of nas=co [ano 


Fiir isotrope Medien wird insbesonders ng = My, =n und 1aBt sich leicht 
als Funktion des Ortes n= Ve fe angeben. Die HaAmiLton-Gleichung 


e ye” =e, und daher %; = A y,; ergeben fiir den Faktor J 


ES fp 
A = ae Vu €. 
Somit wird 


Fdt= S) yw %,dt = a D> ywrdat = ue ds. 


Damit ist gezeigt worden, daB man die Extremalen, welche als 
Losungskurven von Gl. (28) einer gegebenen Lésung S = S (x,) der 
Eikonalgleichung zugeordnet sind, auffassen darf als die zur Wellen- 
flachenschar S (x,) = ct gehérigen Lichtstrahlen. 

Die Anwendung der Variationsrechnung gestattet weitere Aus- 
sagen uber Wellenflachen und Lichtstrahlen zu machen, wovon nur 
genannt seien die Transversalitat der Strahlen gegeniiber den Wellen- 
fronten, die optische Aquidistanz der Wellenflichen, welche wiederum 


_ die Huycenssche Konstruktion der Wellenflachen erlaubt, die Dis- 


kussion von Brennpunkten und -flachen und die geometrische Inter- 
pretation des Variationsintegranden F und der Hamitton-Funktion 
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durch die sogenannte Indikatrix und Figuratrix®. Weiters kann gezeigt 
werden, daB die Herleitung des Fermatschen Satzes auch fiir den sehr 
wichtigen Fall giiltig bleibt, daB e, w langs einer Flache unstetig sind. 

Somit ist erwiesen worden, wie die geometrische Optik aus der 
Maxwettschen Theorie zu begriinden ist. Doch ist es keineswegs so, 
daB diese spezielle Lichttheorie notwendige Voraussetzung fir eine 
solche Begriindung der Strahlenoptik ist, vielmehr sind ganz andere 
Theorien denkbar, welche auch das FERMATsche Prinzip liefern. Das 
liegt eben daran, daB die Eikonalgleichung die charakteristische Glei- 
chung ist, welche zur Wellengleichung gehort, aber dariiber hinaus 
noch zu jeder anderen Gleichung, welche sich von der Wellengleichung 
nur in den Gliedern erster und nullter Ordnung unterscheidet. 


Ill. Abgrenzung des Giiltigkeitsbereiches der Strahlenoptik. 


Um nun den Giiltigkeitsbereich der Strahlenoptik abzugrenzen, 
also jenen Bereich zu bestimmen, wo man mit der Eikonalgleichung 
zur Beschreibung der Lichtausbreitungsvorgange das Auslangen findet 
und auf die Diskussion der Wellengleichung verzichten kann, ist es 
nétig, einen speziellen Lésungsansatz der Wellengleichung zu betrachten. 
Als solchen beniitzt man in Verallgemeinerung des Ansatzes raumlich 
und zeitlich periodischer, ebener Wellen, den Losungsansatz 


Ej = a; (%) et Sl)—9) — G= 1... 3), (30) 


worin A, die durch 2 dividierte Vakuumwellenlange ist. Fiir a; und S 
wird nur vorausgesetzt, daB es reelle und so oft als erforderlich 
differenzierbare Ortsfunktionen sind. 

Die Komponenten £; des elektrischen Feldes € mtissen der allge- 
meinen Wellengleichung (18) und der Zusatzgleichung div €= 0 
gentigen. 

Fs werde zunaichst mit der Diskussion des einfachsten Falles, des 
homogenen, isotropen Isolators begonnen! Die Einfiihrung des An- 
satzes (30) in die Wellengleichung 


worin mu, € konstante Koeffizienten sind, liefert fiir a; und S die beiden 
Gleichungen 


Ap? A aia: + n? = (grad S)? (a= ew), (31) 
AS + 2grad (In a;) grad S = 0 (32) 
und aus der Zusatzgleichung div € = 0 folgen die Gleichungen 
diva = 0, (33) 
agrad S = 0. (34) 


Die Gleichungssysteme (31) und (32) sind durch die Glieder A9? aa 
ae 


gekoppelt. Ist der Betrag eines dieser Glieder < 1, dann gilt das ach 
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fiir die anderen beiden, da JA a,/a, = A a,/a, = A a3/a; ist, und es 
reduziert sich Gl. (31) auf die Phasengleichung 

(grad S)? = n?, (35) 
Gl. (35) ist mit der bereits bekannten Eikonalgleichung des homogenen, 
isotropen Isolators identisch, weil die Phasenflachen S (x9) = CF 
Wellenfronten sind. Auf diesen Flichen ist nadmlich 


€ wens ct) = 0. 
Ay 
Gl. (32) entspricht der Tatsache, daB sich die Amplitude langs eines 
Lichtstrahles von Punkt zu Punkt dndern kann. 
Was besagt nun die Bedingung 


Ay” | aa <n. (36) 
Sie wird erfiillt sein, wenn man den fiir die Strahlenoptik gerade 
-charakteristischen Ubergang zu sehr kleinen Wellenlangen macht, sofern 
der Betrag |A a;/a;| nicht zu groB wird. Genauer laBt sich dies aus- 
driicken, wenn man eine geometrische Interpretation des LAPLACE- 
‘Operators heranzieht!®. 

Der LapLace-Operator sei auf eine Funktion y (x, y, 2) angewendet. 
Die TayLor-Entwicklung dieser Funktion in der Umgebung des Null- 
punktes 


r) 7) 7) 
y (x, ¥,2z) = (0) + x La y ae ped 
Ox oy Oz (37) 
1 ap dp ap 
aati (eae oats 2 
+H(x FL amar Th al ae tte AP obs 


werde tiber eine Kugel K integriert, deren Mittelpunkt der Nullpunkt 
des Koordinatensystems und deren Radius R ist. Dies liefert, wenn 
man die Glieder vierter Ordnung in der Tayrtor-Entwicklung nicht 
mehr beriicksichtigt: 


24 
Hoa —o (0-4 Rex y RA Ag (38) 
R 
Fur 4 an der Stelle x = y = z = 0 erhalt man somit die Beziehung: 
i 1 
F40= 7p Pra—o0 = 9 (R) —¢ (0) = dg, (39) 
K 


wobei Op den durch die Mittelwertsbildung iiber die Oberflache der 
Kugel AK gewonnenen Mittelwert der Funktionsdifferenz y (R) — @ (0) 
bedeutet. Wahlt man noch den Radius R gleich der Vakuumwellen- 
lange Ay, so 1aBt sich die Bedingung (36) schreiben als 

0a; 


a; 


n ; 
< ? (pales, o). (40) 
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Das besagt also, daB die mittlere Anderung der Amplitudenkomponente ai 
langs einer Strecke von der Lange 4) gegeniiber dem Betrag der Ampli- 
tudenkomponente selbst sehr klein sein muB. 

Dies gilt aber nicht nur fiir die Se te eve. sondern 


auch fiir das Quadrat der Amplitude a? = >» a,?. In Anbetracht der 
y=1 


Kleinheit der Lichtwellenlange kann man namlich die Funktions- 
differenz auf einer Strecke der Lange 4, durch das Differential ersetzen 
und erhalt so fiir da?: 


da? = a? (R) —a? (0) ~2 oF Ay OAy 


und fiir den Mittelwert nach (39) 
= = = 2 
6a? = >” ba, RY 2S! aba, =2 S' a? 940 
worin 9 = A a;/a; (¢ = 1, 2,3) ist. Bedingung (36) laBt sich also auch 
in der Gestalt < 
da? 


mA Ss (41) 


schreiben. 

Die Amplitudenbedingung (36), bzw. (41) ist fiir die Giiltigkeit der 
Strahlenoptik nicht nur notwendig, sondern sie reicht auch vollig zur 
Abgrenzung des Giiltigkeitsbereiches aus. 

Lést man namlich zunachst ein gegebenes Randwertproblem der 
Eikonalgleichung und setzt dann die Lésung S (x%,) in Gl. (32) ein, so 
erhalt man ein lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung zur 
Bestimmung der Amplitudenkomponenten. Auf die Lésungen dieses. 
Gleichungssystem angewendet, laBt dann Bedingung (36), bzw. (41) 
erkennen, ob tatsachlich die Strahlenoptik gilt. Aus Gl. (41) kann man 
die Falle des Versagens der Strahlenoptik des homogenen, isotropen 
Mediums ablesen, so etwa das Versagen der Strahlenoptik an Schatten- 
grenzen, wo die Anderung des Amplitudenbetrages auf Strecken der 
GroBenordnung 4’) gegeniiber dem Amplitudenbetrag selbst nicht 
mehr vernachlassigt werden kann. Daraus folgt auch das Versagen in 
Brennpunkten — das sogenannte Gouysche Phanomen —, denn der 
Mantel des Strahlenkegels, dessen Spitze im Brennpunkt liegt, liBt 
sich ganz in einen Bereich einbetten, in dessen Innern die Strahlen- 
optik versagt. 

Es wurden auch andere Versuche gemacht, die Bedingung (36) 
geometrisch zu interpretieren. So hat CL. SCHAFER!! zu diesem Zwecke 
die mittlere Kriimmung H = 1/R, + 1/R, der Flichen konstanter 
Amplitudenkomponenten a; = const. verwendet. Die fiir eine Flache 
in der explizierten Darstellung x; =  (x,, x.) geschriebene Formel der 
mittleren Kriimmung laBt sich in die einfachste Form 


H = hx, xy ae hes Xs (42) 
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bringen, wenn ein Koordinatensystem verwendet wird, dessen Ur- 
sprung in einem Flachenpunkt P liegt und dessen Koordinatenachsen 
mit den Hauptkriimmungsrichtungen und der Flachennormalen in P 
zusammenfallen. Die Darstellung (42) ist aber in einer endlichen Um- 
gebung von P erst dann giiltig, wenn die Flache %3 = f (%1, %) sehr 
schwach gekriimmt ist und man daher die im allgemeinen gekriimmten 
Hauptkriimmungslinien durch ihre Tangenten ersetzen kann. Die Um- 
rechnung fiir ein impliziert gegebenes Flichenstiick a; = const. fiihrt 
Gl. (42) tiber in den Ausdruck 


eae ( ai a im (43) 


Oy?}! ay 
worin » Normalrichtung in P bedeutet. Daher schreibt sich Be- 


dingung (36) als 
; Det 
ea, : “a 
| 


av |) ape Sy oP 


woraus man wieder im allgemeinen auf ein Versagen der Strahlenoptik 
an Schattengrenzen usw. schlieBen kann. Die genannten einschranken- 
den Voraussetzungen schmalern aber wohl die Bedeutung der Be- 
dingung (44). 

Auch die Amplitudengleichung laéBt sich geometrisch interpretieren. 
Das Gleichungssystem (32) ist namlich — was sich weiter unten, bei 
der Behandlung des inhomogenen Mediums als Spezialfall ergeben wird 
— 4aquivalent einer einzigen linearen Differentialgleichung 


a In a? 
= oT | (45) 


worin H die mittlere Kriimmung der Flachen konstanter Phase be- 
deutet und auf der linken Seite die Ableitung des Amplitudenquadrates 
in Strahlrichtung steht. 

Sehr starke Kriimmung der Phasenflachen hat also zur Folge, daB 
die relative Anderung der Amplitude auf einer in der Strahlrichtung 
gelegenen Wegstrecke von der GréBe A) sehr groB wird, was wiederum 
zur Folge haben kann, da8 Bedingung (41) nicht erfillt ist, in Uber- 
einstimmung mit dem modglichen Versagen der Strahlenoptik in Brenn- 
punktnahe usw., wie es die Diskussion von Gl. (36) bereits geliefert hat. 

Es sei noch darauf hingewiesen, daB es Wellen gibt, die von der 
Gestalt des verwendeten Losungsansatzes (36) sind und fiir welche die 
Strahlenoptik bei ganz beliebiger Wellenlange A, gilt, weil a und S 
neben den Gln. (35), (32) auch die Gl. 4 a; = 0 erfiillen. 

Die einfachsten solchen Wellen sind bekanntlich die ebenen Wellen 
und Kugelwellen mit konstanter Amplitude lings jeder Phasenkugel- 
flache. (Letztere sind allerdings nur fiir Potentiale méglich, nicht fiir € 
selbst, weil div a 4 0 ist.) 

Allgemeiner ]aBt sich von der, vermittels Gl. (32) einer strengen 
Lésung a der Gl. A a; = 0 zugeordneten Phase S sagen, daB sie, wenn 
sie lberhaupt existiert, die Gestalt 
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5 uastad? — (¢, _ beliebige Funktion) (46) 
arota 
haben mu8, vorausgesetzt natiirlich, daB arot a # 0 ist. Dies wird 
weiter unten fiir den allgemeineren Fall des inhomogenen Isolators: 
gezeigt. 

SchlieBlich sei noch der eingangs verwendete Losungsansatz genauer 
betrachtet, da es sich hier nicht um ein konkretes Randwertproblem 
handelt, sondern um die allgemeine Frage nach dem Giiltigkeitsbereich 
der geometrischen Optik, deren Beantwortung durch die spezielle Wahl 
des Losungsansatzes an Allgemeingiiltigkeit verlieren konnte. 

Im Gegensatz zum eindimensionalen Problem der Wellengleichung 


stellt 
[Santi)+e(S an) (47) 


wohl noch immer eine Lésung, aber nicht mehr die allgemeine Losung 
dar. Wegen der Linearitaét der Wellengleichung kénnen diese ebenen 
Wellen nach Fourier als Superposition raumlich und zeitlich periodi- 
scher ebener Wellen aufgefaBt werden. Da8 man sich meistens in der 
Optik auf diese und andere einfache, durch lineare Superposition aus 
ihnen entstandene Wellen beschrankt, ist gestattet, weil die von 
WHITTAKER!2 angegebene allgemeine Lésung der Wellengleichung 
a2U 
2 us 
AU—K hae 0 

als aus ebenen, homogenen Wellen mittels linearer Superposition auf- 
gebaut gedacht werden kann. AuSerdem wei man auch, daB jede 
Lésung des Anfangswertproblems der obigen einfachen Wellengleichung, 
mittels Superposition ebener, homogener Wellen erhalten werden kann!?3. 

Der verwendete Lésungsansatz (30) kann daher keine Einschrankung 
der Allgemeingiiltigkeit der gegebenen Abgrenzung zur Folge haben. 

Fiir die allgemeineren optischen Medien, mit ihren komplizierten 
Wellengleichungen ist diese Frage noch nicht geklart. 

Im Falle des inmhomogenen isotropen Isolators haben die Kompo- 
nenten des elektrischen Feldes £; der Wellengleichung (18) mit der 
Zusatzbedingung div (¢ ©) = 0 zu geniigen. Im Gegensatz zum homo- 
genen, isotropen Medium sind hier die drei Gleichungen in (18) in 
komplizierter Weise durch Glieder mit grade und gradu gekoppelt. 


Die Einfiithrung des Lésungsansatzes (30) liefert die beiden Gleichungs- 
systeme 


: 1 el 
Ay? rot E rot 7 — grad Sx e grad S x 7 —sa=Q; (48) 
u“ 


Ue h 


ae Al 
gradS x — rot a + rot E grad S x 7 al) (49) 
[ul ia 
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und aus der Zusatzgleichung div (e €) = 0 folgen die beiden Be- 
ziehungen 

div a = — agrad Ine, agrad S = 0. (50) 
Man sieht, daB an Stelle der Bedingung (36) beim homogenen Medium 
hier die allgemeinere Bedingung 


1 
“rot; iB rot 7 / aj 
u 


tritt. Ist Gl. (51) erfiillt, so geht Gl. (48) iiber in 


Ay? <n" (51) 


1 S 
grad sx (Lerad sxe) —ea—o (52) 


ein System von drei linearen, homogenen Gleichungen fiir die a;, fiir 
dessen nichttriviale Lésbarkeit das Verschwinden der Koeffizienten- 
determinante notwendig ist. Also ist 

aS as 
OX; OXp 


| (u eo (grad S)*) Oik = == ((), (53) 


Die Ausrechnung liefert die schon bekannte Eikonalgleichung (23) des 
inhomogenen isotropen Mediums: 

(arad:S)® =a ¢ = nu? (z,); (23) 
Das Amplitudengleichungssystem (49) kann auf eine einzige lineare 
Differentialgleichung fiir den Betrag a der Amplitude zuriickgefiihrt 
werden und 1aB8t dabei in anschaulicher Weise seine Bedeutung erkennen. 
Die 1-te Gl. (49) lautet ausfithrlich geschrieben, bei Beriicksichtigung 
von Gl. (50): 


Gh a) dlne él] os 
ee ee ey a yt a AG, 


mt OOK OX; OX» OX OX, 
Multiplikation mit a; und Summation tiber 7 liefert die Gleichung: 
yr 0a? aS Cay eee. yr ein eS 
— ox, ie ZA Oa OX, OXy .: (54) 


Die Eikonalgleichung (23) laBt erkennen, daB das _ Vektorfeld 
s = grad S/m ein normiertes, flachennormales Feld ist, dessen Ortho- 
gonalflachenschar die Phasenflachen sind. Fiir solche Felder gilt all- 
gemein 

divs =24H, (55) 
wobei H die mittlere Kriimmung der Orthogonalflachen, das hei®t in 
unserem Falle also der Flachen konstanter Phase, darstellt!4. Weiters 
kann die mittlere Kriimmung H der Orthogonalflachen als direktes MaB 
fiir das Auseinanderstreben der Feldlinien angesehen werden.  Stellt 
namlich f den Querschnitt einer Feldlinienrdhre dar und ist 0/dy die 
Ableitung in Richtung s, so gilt 


tae = 2H, (56) 
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Mit Beniitzung von Gl. (55) wird aus Gl. (54): 


2 
ae +2H + s (grad Inn — grad Inu) = 0 (57) 
y 


und mit Beniitzung von Gl. (56) wird daraus 
@ina*. olny ein éInu | 


ov ov ov ov 


Lis Gaile ) =O (58) 
oy le 


was nach Integration zeigt, da8 langs der Strahlen das Amplituden- 
quadrat dem mit Velu multiplizierten Réhrenquerschnitt f verkehrt 
proportional ist. 

Leider ist uns eine einfache geometrische Interpretation von Gl. (51), 
Abnlich wie sie fiir Gl. (36) gegeben wurde, nicht bekannt. Wohl aber 
ist es méglich, hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit der Eikonal- 
gleichung aufzustellen, die eine anschauliche geometrisch-physikalische 
Bedeutung haben. Unter Beriicksichtigung von Gl. (50) erkennt man, 
daB im Ausdruck 4? rot (rot a/w) nur Terme der Gestalt: 

é? Ine dln e da, dlny Aa,x 
BA ae De. 2 race 2 
ie ae TAO ene ONTOsn ete 
auftreten. Bedingung (51) ist also sicher erfiillt, wenn neben der be- 
reits interpretierten Bedingung A)? |4 ai/a;| << ew noch die Erfilltheit 
der Bedingungen gefordert wird: 


0, 


beziehungsweise 


a" Ine dlne dln 
Shee eas seem 
9 OX; OXp She Ao OX; Se 4 | ax; | Soe 
0a; 


DaB fiir die ersten Ableitungen von a; die Bedingungen scharfer formu- 
liert wurden, als es nétig erscheint, hat seinen Grund darin, daB die 
Ableitungen von a; noch der Amplitudengleichung (49) zu genigen 
haben, in welche man sich wiederum eine Lésung S der Eikonalgleichung 
eingesetzt zu denken hat. 
In Gl. (49) treten die Terme der Gestalt 

ig — — ay 

OXy OXy OX, OXp OXy OXp g 
auf. Die @S/dx, kénnen darin wegen vorausgesetzter Giltigkeit der 
Eikonalgleichung héchstens von der Gré8enordnung m sein. Fir ew 


gilt: bet Beathtune iden mi Cleo piurmaie ses ae angeschrie- 
Xy Xy 
benen Bedingungen: 
0 (eu) #8 
ho an Kern 
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Differenziert man die Eikonalgleichung nach einer Variablen x, so er- 
halt man 

NY oo a's 0 (eu) 

am Ox, OX, OX, = ON 
und sieht daraus, daB die zweiten Ableitungen der Phasenfunktion der 
92 


Bedingung A, < eu zu gentigen haben. Man bemerkt jetzt, 


OXy OX, 


Oa; : 
— in Gl. (59) gewahrleisten, da die 


daB die Bedingungen fiir die ~ 
XR 


as 0a; 
ON y 
nungsmaBbig mit den iibrigen Termen tibereinstimmen. 

Fiir das anisotrope Medium lassen sich auf analoge Weise sehr 
ahnliche hinreichende Bedingungen aufstellen. 

Die angegebenen Bedingungen (59) sind aber keineswegs auch not- 
wendig fiir die Giltigkeit der Strahlenoptik. 

Wie bereits bei der Besprechung des homogenen Mediums bemerkt, 
gibt es Falle, wo die Strahlenoptik fiir beliebige Wellenlange giiltig 
bleibt, also auch in Wellenlangenbereichen, in denen ansonsten die 
Strahlenoptik versagt. Das trifft fiir jene Randwertprobleme zu, bei 
welchen a eine strenge Lésung der Gleichung 


Terme der Gestalt in der Amplitudengleichung grdBenord- 


rot (2 rot | = 0 . (60) 
le : 


ist. Die zugehérige Phase S muB dann, sofern sie iiberhaupt existiert, 
die Gestalt haben 


_ wagradp 
108 2. 


(61) 


Den Gln. (60) und (49) sind namlich aquivalent die beiden Systeme 


1 
EOul— rot a |) =O; 
(: (62) 
rot (Lrots 7 == (() 
- 


Die zweite Gleichung erhalt man dadurch, da8 man Gl. (60) mit S 
- multipliziert und zu Gl. (49) addiert. Ist eine beliebige Funktion, 


~ so kann man schreiben 


rot (S a) = grad 
lu 
oder 
Srota-+ grad S x a=pegradg, 


- woraus nach Uberschieben mit a die behauptete Beziehung (61) folgt. 
Acta Physica Austriaca. Bd. VII/4. 25 
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Bei den obigen Betrachtungen wurde als ,,MaBstab’ die Vakuum- 
wellenlange A) bentitzt. Die tatsachliche Wellenlange des Lichtes im 
betrachteten Medium kann nicht verwendet werden, weil in inhomogenen 
Medien der Begriff der Wellenlange als einer raumlichen Periode versagt. 

Die Einfiihrung des Losungsansatzes (30) in die Wellengleichung (18) 
des anisotropen Mediums lefert ganz analog dem obigen Fall die 
Eikonalgleichung des anisotropen Mediums, welche mit Gl. (19) 
identisch ist. 

Die durchgefiihrten Uberlegungen lassen sich auch auf den Fall eines 
leitenden Mediums ohne weiteres ausdehnen, was aber wegen der 
raschen Absorption der Lichtstrahlen wohl von geringem Interesse ist. 

Am Ende dieses Beitrages méchte ich mir erlauben, Herrn Prof. 
Dr. WALTER GLASER fir seine liebenswiirdige Einfiihrung und Be- 
ratung ergebenst zu danken. 


Anhang. 


Hilfssatz. Es seien im R, drei differenzierbare Felder von normierten 
Vektoren vorgelegt, welche iiberall aufeinander senkrecht stehen. Es 
wird behauptet, da8 man nach Auszeichnung eines Feldes, dessen 
Vektoren man festhalt, in jedem Punkt durch Drehung der beiden 
auf dem ausgezeichneten Vektor senkrecht stehenden Vektoren um den 
festgehaltenen, unter Erhaltung der dreifachen Orthogonalitat er- 
reichen kann, da8 die orthonormierten Feldvektoren, die Tangenten- 
vektoren an ein neues, ein endliches Raumgebiet vollstandig iiber- 
deckendes, orthogonales Koordinatennetz sind. 

Zum Beweis werde ausgegangen vom Gleichungssystem (20), dessen 
Erfilltheit notwendig und hinreichend dafiir ist, daB drei orthonormierte 


Vektoren v() in jedem Punkt die Tangentenvektoren an die neuen 
Koordinatenlinien sind. 

Aus Gl. (20) wird durch Uberschiebung mit v}, vj vs 
4 vy Ss 


Ve 
Dy V2 uv Un ee = Va Un vy V4 i vs v, Vv, Un —=a()) 
Ox" 


und wegen v;,v% = dug folgt 


Ov, ts ou" 
L x FF Ss 
Bs Oe UH F 5 Un Va + F ~VaUp, = 0 
oder 
Out & ORS ge hee 
Se ROO 
Bae Vy Un Das Ve Va ans UA U, = 0. (20 a) 


Dabei wird jetzt iiber 7, s summiert, die wesentlichen Indizes sind 
RISO Am eae l 5. O: 

Gleichungssystem (20 a) la8t sich nun auf eine einzige Gleichung 
reduzieren. 
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Zunachst seien jene Gleichungen aus (20a) betrachtet, woftir 
x ~AAwist. Vertauscht man darin zwei Indizes, etwa A und yu, so folgt 
Vy i s av; $4 Ux s 4 


0 
eae, Va a8 0 Un + 35s UE Up 0! (20 b) 


Wegen vq vg = Sag ist 


t avs t dvs 
Ya ayy TF ay — © 
und man erkennt durch gliedweise Vergleichung von Gl. (20 b) mit 
Gl. (20 a), daB unsere Bedingungsgleichung, wenn fiir irgend ein Zahlen- 
tripel 2, x, w erfiillt, z. B. fir A= 1, x = 2, w= 3, so auch fiir jedes 
durch Vertauschung zweier Indizes entstandene neue Zahlentripel 
A, x, w erfiillt ist. ; 

Nun mégen jene Gln. aus (20a) betrachtet werden, in denen 

x ~ A= wist. In diesem Fall hat man also die Gleichungen 


av) 15 ov; SA dv! Si4 
Oxs U4 + Oxs UZ a xs 4 Va = 0. (20 c) 
(Uber 4 wird natirlich nicht summiert!) 

Wie oben erwahnt gilt 


: 
Ov, i dv, i 
Fert ee nai rh 
und wegen v,7, = 1 gilt 
i 
Ov, i 
cg 


Beriicksichtigt man dies, so erkennt man, daB die Gln. (20c) 
identisch erfiillt sind. 

Von den Bedingungsgleichungen (20a) bleibt also tatsachlich nur 
- eine einzige wesentliche tibrig. 

Entsprechend unseren Voraussetzungen gibt es in jedem Punkt 
drei orthonormierte Vektoren v(1); 0(2); 0(3) oder in der iiblichen Vektor- 
schreibweise geschrieben als 0,, 09, v3. Ein Vektor, etwa »,, wird fest- 
gehalten v,/ = v, und auf die beiden anderen die Drehung ausgeiibt: 

De’ = D2 COSa— dg SING, vs’ = v, Sina + vg,cosa, a= a (Xx). 

Unsere wesentliche Bedingungsgleichung sei 


Die linke Seite bezeichnen wir kurz als Operator ®. Dieser Operator P 
wird nun auf das neue Feld »,’ angewendet. Das gibt also 
25* 
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au; 5 Few i 
Q' = 5 : (v2 cos a — v3 sin a) (vgsin a + v3 cos a) + 
% 
, [dvs avs. Se cnet i CON sears 
+f (2 cos 5,3 sina v2 sin a; — 03 cosa = (vg sina + 
% % % 
7 
H ot (22 oi meee cosa + vpcosa ge 
osa) +v sin a a+ v9 -— 
-+- gC ) +0 ax r Bys axs 
v3 sin oe (vz cos a — v3 sin a) 
— a} (ve —v3 
: Ox 
oder 
Gi ¢ 
@’' = cos*a:®—sin?a- (—®@) + sinacosa:0— pe 1 


also endgiiltig 


6G 
D (aie O (p) Beg 


Ox 


Nach allgemeinem Existenzsatz existiert sicher eine Lésung a = a (xg) 
der linearen partiellen Differentialgleichung: 


® —v;—_ = 0. (20 d) 
ox s 
Damit ist gezeigt, daB man tatsachlich durch eine geeignete starre 
Verdrehung zweier Dreibeinvektoren um den ausgezeichneten dritten 
in jedem Punkt die Bedingungsgleichungen (20) erfiillen kann. 
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Programmsteuerung einer elektronischen Reehenmaschine. 


Von 


Henning Harmuth. 


Institut fiir Niederfrequenztechnik der Technischen Hochschule Wien. 


Mit 9 Abbildungen. 


(Eingelangt am 21. Januar 1953.) 


Man unterscheidet zwei grundsatzlich verschiedene Typen von elektronischen 
Rechenmaschinen: ,,Arithmetische‘’ und ,,geometrische’’. Die geometrischen 
arbeiten mit kontinuierlich veranderlichen GroBen, z. B. Spannungen, Strom- 
starken und Ladungen. Ihr Aufbau ist im allgemeinen einfach, doch ist die 
Rechengenauigkeit kaum gr6Ber als drei Stellen. Die arithmetischen Maschinen 
arbeiten mit diskreten GréBen, beim heutigen Stand der Elektrotechnik also mit 
Impulsen. Die Gerate sind entsprechend komplizierter; das arithmetische Prinzip 
gestattet jedoch, ein beliebig genaues Resultat zu erhalten. 

Bei einer arithmetischen Rechenmaschine kann man folgende Hauptteile 
unterscheiden : 

Den Eingang, bei dem die Anfangswerte eingegeben werden; 

das Rechenwerk, das die vier Grundrechnungsarten durchfihrt; 

den Speicher, der Zwischenresultate aufbewahrt, bis sie im Laufe der Rechnung 
wieder benotigt werden; 

die Programmsteuerung, die die Aufeinanderfolge der einzelnen Rechen- 
operationen steuert und schlieBlich 

den Ausgang, der das Schluf®resultat liefert. 

Im folgenden soll die Programmsteuerung einer Rechenmaschine besprochen 
werden. 


Beim Aufbau eines Programmsteuerungsgerites sind folgende Ge- 
sichtspunkte zu beachten: 


1. Die Rechnung soll selbsttatig durchgefiihrt werden, wahrend der 
Rechnung sollen méglichst keine Schaltungen von Hand erforderlich 
sein, da dadurch die Rechengeschwindigkeit vermindert wird. Die 
Vorbereitungsarbeiten fiir die Einstellung des Rechenprogrammes sollen 
einfach sein und wenig Denkarbeit erfordern. 


2. Das Programmsteuergerat soll universell verwendbar sein, das 
heiBt es sollen méglichst viel verschiedenartige Aufgaben gelést werden 
k6nnen. 


3. Der technische Aufwand soll gering sein, um die Herstellungs- 
kosten herabzusetzen und die Zahl der Fehlerquellen zu vermindern. 
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Es ist leider nicht méglich, alle diese Forderungen gleichzeitig zu 
erfiillen. Entweder baut man ein ziemlich universelles Gerat und nimmt 
die gréBere Vorbereitungszeit fiir die Rechnung in Kauf oder man ent- 
wirft die Programmsteuerung nur fiir eine bestimmte Art von Rech- 
nungen und braucht dann praktisch nur die Anfangswerte in die 
Maschine einzugeben. 

Um die im Institut fiir Niederfrequenztechnik der Technischen 
Hochschule Wien entwickelte Rechenmaschine allgemein verwendbar 
zu machen, wurde ein Lochstreifenabtastgerat eingebaut. Hiebei wird 
ein gelochter Papierstreifen durch eine Abtasteinrichtung — 4hnlich 
wie bei einem Schnelltelegraphen — gezogen. Die Lécher im Papier- 
streifen schlieBen Stromkreise und erteilen dadurch die notwendigen 
Schaltbefehle. Man muB also hier das Rechenprogramm erst in die 
entsprechende Lochung umdenken. 

Fiir eine spezielle Gruppe von Auf- 
gaben, wie sie etwa in der physi- 
kalischen Statistik auftreten, wurde 
jedoch ein automatisch arbeitendes 
Programmsteuergerat gebaut. Die Ein- 


O 
stellung der Rechnung erfolgt hier as a 
O 


Augela 


durch einige Druckknépfe und Schalter. 

Bei der Besprechung dieses Steuer- ) O 
gerates soll von einem mechanischen @ oO re) O 
Modell — dem Gatton-Brett — aus- © O 
gegangen werden. Das Gatton-Brett 

ist ein Nagelbrett nach Abb. 1, tber Abb. 1. Garron-Brett. 

das man Kugeln laufen laBt. 

Rollen die Kugeln in der gezeichneten Weise herab, dann lauft bei 
jedem Nagel die Halfte der Kugeln rechts, die Halfte links vorbei. 
Fangt man die Kugeln am Ende des Brettes in Zellen auf, dann erhalt 
man eine Treppenkurve, die an die Gausssche Glockenkurve erinnert. 
Es soll zunadchst untersucht werden, wie sich dieses GALTON-Brett 
elektrisch nachbilden laBt und anschlieBend ein Beispiel aus der Physik 
auf das GALTON-Brett zuriickgefiihrt werden. 

Die elektronische Rechenmaschine verwendet statt der Kugeln des 
Ga ton-Brettes elektrische Impulse und statt der Nagel Speicher 
fiir diese Impulse. Die Impulse werden nicht im Verhaltnis 1: 1, 
sondern in einem beliebig einstellbaren Verhaltnis p : ¢ geteilt. 

Um zu erkennen, welche Rechenoperationen auszuftihren sind, sei 
ein Ausschnitt des GALTON-Brettes betrachtet. Die im Speicher 7, k 
enthaltenen Impulse miissen subtrahiert werden, bis dieser Speicher 
leer ist, im Verhiltnis p/q geteilt und in die Speicher +1, & und7z + 1, 
k +1 geschickt werden. 

Man konnte nun glauben, daB soviele Speicher bendtigt wirden, 
wie das GALTON-Brett Nagel hat. Tatsachlich kommt man jedoch mit 
viel weniger aus. Angenommen, die Maschine hatte bereits bis zur 
Zeile i gerechnet. Alle Speicher dieser Zeile enthalten somit Impulse. 


O O O 
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Beim nachsten Schritt werden diese Impulse in die Zeile 7 + 1 be- 
fordert und die Speicher der Zeile 7 sind wieder leer. Man kann sie 
also in der Zeile 1 + 2 verwenden: sobald die Zeile 1 + 1 leer ist, 
werden die Speicher fiir die Zeile 7 + 3 verwendet usw. 


Eine weitere Verminderung der Zahl der 


ye Speicher erreicht man durch folgende Uber- 
legung: 
/ j 2 3 4 5 
- oe ee eee ee 
t4K ONE DEO Sues Or oe 
Abb. 2. Abb. 3. Speichereinsparung. 


Ausschnitt des GaLron-Brettes. 


Die Speicher der Zeile 7 enthalten wieder Impulse. Zundchst werden 
die im Speicher 1 vorhandenen Impulse im Verhiiltnis b/q auf die 
Speicher 1 und 2 der Zeile 1 + 1 aufgeteilt. Speicher 1 der Zeile 7 ist 

somit leer und kann an 
2 4 9 Stelle von Speicher 3 
7 a 3 5 we ine 1 a big nee 
g et werden. Analog ge 
ie ON ye Speicher 2 von 7 in 
Speicher 4 von 7+ 1 


Z uber. Man bendtigt da- 
aan al her soviele Speicher, 
ial aetae! | wie in der breitesten 
5 ee ey ee Zeile des GALTON-Bret- 
(7 (20 (22) (3 (32) (39) tes Nagel vorhanden 
sind und einen Hilfs- 
speicher. 
Diese Speicher wer- 
den durch Drehwahler 
zusammengeschaltet : 


Beim Schritt J wer- 
den die Impulse des 
Speichers 1 im Verhalt- 
nis ~/q geteilt und in 
die Speicher 2 und 3 


Speicher 


Abb. 4. Programmsteuerung fiir das GALron-Brett. geschickt. Daraufthin er- 
halten die Wahler O, P 

und Q den ,,Spaltenimpuls‘‘ — da die erste und einzige Spalte der 
ersten Zeile des Garron-Brettes geleert wurde — und schalten 


um einen Schritt weiter. Der Wahler O erreicht dabei den Speicher 
2, der gerade den Nagel 2,1 des Gatton-Brettes reprasentiert. Da 
der Nagel 2,1 am Beginn einer neuen Zeile steht, erhalten die Wahler 
P und Q noch den ,,Zeilenimpuls‘, der sie zusitzlich um einen Schritt 
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weiterdreht. Die Stellung der Wahler ist durch JJ gekennzeichnet. 
Man sieht, warum der Zeilenimpuls notwendig ist: ohne ihn hatte der 
Wahler P den Speicher 3 angeschaltet und wiirde bei der folgenden 
Impulsgabe das dort schon gespeicherte richtige Resultat verderben. 

Sobald die Impulse von Speicher 2 in die Speicher 3 und 5 umge- 
setzt sind — im Gatton-Brett entspricht das dem Ubergang von 2,1 
nach 3,1 und 3,2 —, kommt wieder der Spaltenimpuls, der O, P und Q 
um einen Schritt weiterschaltet. Diesmal wird keine neue Zeile er- 
reicht und der Zeilenimpuls entfallt. Das bedeutet, daB Speicher 5, 
der vorhin durch den Wahler Q beliefert wurde, nun zusatzlich Impulse 
iiber den Wahler P erhalt. Dies entspricht dem Ubergang von Nagel 


Dade WNC ke BEY 
* 
OS ae: 
nach 3:2 im GALton-Brett. 


Es ist also so, daB jedesmal, wenn ein Speicher geleert wurde, 
, Spaltenimpulse“ elektronisch erzeugt werden. Diese Spaltenimpulse 
betadtigen ein Relaisschaltwerk, das die Zeilenimpulse erzeugt. Die 
Zeilenimpulse wiederum drehen die Wahler P und Q um einen zu- 
satzlichen Schritt weiter und betatigen gleichzeitig ein weiteres Zahl- 
werk, das nach Erreichen der gewiinschten Zeile ein SchluBzeichen er- 
zeugt und die Rechnung beendet. 

Die Zeilenimpulse werden prinzipiell dadurch erzeugt, da8 ein 
Drehwahler die Spaltenimpulse der Zeile ¢ zahlt, wahrend ein zweiter 
die Zahl der Impulse der Zeile i — 1 festhalt. Da die Zeile 7 um eine 
Spalte mehr enthalt als die Zeile i— 1, wird die Stellung der beiden 
Drehwahler verglichen und jedesmal, wenn der zahlende Wahler um 
einen Schritt iiber den speichernden Wahler hinauslauft, ein Zeilen- 
impuls abgegeben. 

Die Arbeitsweise der Programmsteuerung soll noch an Hand der 
Blockschaltung der Rechenmaschine besprochen werden: 

Zu Beginn der Rechnung ist der vom Wahler O belegte Speicher 
mit Impulsen gefiillt. Diese Impulse werden nun mit Hilfe eines Impuls- 
generators und eines Elektronenschalters entnommen und iiber die 
Dividiereinrichtung geschickt. Diese teilt sie im Verhaltnis p/g und 
schickt die Impulse in die durch die Wahler P und Q angesteuerten 
Speicher. Sobald der vom Wahler O belegte Speicher leer ist, wird ein 
Impuls an den Elektronenschalter gegeben. Dieser Impuls ist unser 
erwahnter Spaltenimpuls. Er lauft zum Antrieb fiir die Wahler ch 
P und Q, zum Zahlwerk fiir die Zeilenverbreiterung oder — wenn mit 
der frither erwahnten Lochstreifensteuerung gearbeitet wird — zum 
Lochstreifenabtaster. Vom Zahlwerk fiir die Zeilenverbreiterung 
werden Impulse fiir die Zeilenzihlung abgeleitet; diese gibt schlieB- 
lich das Haltzeichen am Ende der Rechnung. Die Speicher a, 6 und y 
dienen fiir besondere Zwecke. 
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Damit ist die Arbeitsweise des Programmsteuergerates, das das 
GaALTON-Brett nachbildet, erklart. Im folgenden wird ein Beispiel aus 
der physikalischen Statistik auf das Prinzip des GALtTon-Brettes 
zuariickgefiihrt, so daB es mit der beschriebenen Programmsteuerung 


numerisch ausgewertet werden kann. 


ROCHEAMILU/ SCs tea eo SCAM MUSE 


Llektronen 
scholser 


Antrieb 
fir 0u,5 


Anrrieb 
OU AI Wages Sy} CSS ee 


STP CHEN - 
YOEUCTURG 


verbre/- 
Lerung 


L-———+————4 


Ze//en- 
2911129 Pe — Sra lt- 


ZeIChEn 


Abb. 5. Blockschaltung der Rechenmaschine. 


Der Ausdruck 


N! N 
VY — Mi(N—™M)| ps —M ge =, (Fr) pia yh 


(1) 


gibt die relative Zahl von Kugeln, die in Zeile N auf den Nagel M 
treffen, wenn bei jedem Nagel  Kugeln rechts und q links vorbeilaufen. 
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Gl. (1) ist die BERNovuLLische Formel der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Sie kann dadurch interpretiert werden, da8 man nach der 
Wahrscheinlichkeit fragt, aus einer Urne mit schwarzen und weibBen 
Kugeln nach N Ziigen M schwarze 
zu ziehen, wenn sich die Zahl der 


schwarzen zu der der weiBen Kugeln J B/o ' oN\gY 
wie g/p verhalt. 2 eo 6,9 

Den Extremwert der Treppen- we & Q 2 2 2 i 2 a 
kurve in Abb. 6 erhalt man durch meats! aredl te he 
folgende Uberlegung: —_ Dividiert Sono! 0 , OnrOq gon 0 


man jeden Wert Wy durch seinen 

Nachbarwert Wy,41, dann wird man | | | | | 

fiir alle M < Myax Werte kleiner 1 

erhalten, fiir alle M > Mymax Werte id oS, She ems NE ON PEEL 
groBer (j,. ene I he Ve erhalt Abb. 6. Extremwertbestimmung. 

man gerade das erste Mal einen 

Wert groBer 1; dies sei durch das Zeichen >1. symbolisiert. Dividiert 
man hingegen Wy durch Wy—1, dann erhadlt man fir M = Mina 
gerade das letzte Mal einen Wert kleiner 1; hiefiir sei ;,< geschrieben. 


Nun ist 
N! Sot 
Wu = rN mM)? 7 


N! 
(M + 1)!(N—M—1)! 


pic hg et 


Wasi = 


Es wird somit 
Wu et WwW — ae 1) 


! 
Rd 
oes aia Neda 
und man erhalt fiir den Extremwert 
M-+16 
N—Mq 
ow 
M >1.—— = kK. (2) 
Aya 
q 


Der Zusammenhang zwischen >1, und ;,< ist dadurch gegeben, 

da8 man statt Gl. (2) auch 
M,<K+1 
(Mi Onl 2250 anit 

schreiben kann. Im weiteren soll statt dieser umstandlichen Schreib- 
weise das Gleichheitszeichen verwendet werden. Bei nicht ganz- 
zahligem K ist dann fir M die nachstgréBere (bzw. nachstkleinere) 
ganze Zahl zu nehmen. 
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Die BOLTZMANN-Statistik geht von einer erweiterten Form des 
BERNOULLIschen Ausdruckes (1) aus: 


E ee (3) 


Man stellt sich bei seiner Ableitung vor, daB N Elemente auf 7 Zellen 
aufzuteilen sind. N Elemente kann man auf N! verschiedene Arten 
aufteilen; da jedoch die in der Zelle N; befindlichen Elemente bei 
ihren N;! Vertauschungen keine neue Verteilung geben, muB N! noch 
durch N;,! dividiert werden. Ist die Wahrscheinlichkeit, daB Zelle 7 
ein Element enthalt, #;, dann ist diese Wahrscheinlichkeit fiir N; 
Elemente ;%i. 

Es soll der Extremwert dieses Ausdruckes bestimmt werden. Zwei 
Bedingungen sind dabei stets zu beachten: 


SN=N und  D)6=4. 


Die Summe der Elemente mu8 konstant bleiben und die Summe 
der einzelnen Wahrscheinlichkeiten muB 1 sein. 

Stellen beispielsweise die N die Molekiile eines Gases dar, dann 
sind nur solche Werte fiir die N; zulassig, die die Gesamtenergie konstant 
lassen. Betragt die Energie eines Molekiiles in der Zelle i... c;, dann 
haben alle Molekiile dieser Zelle zusammen die Energie N;:c; und der 
Energiesatz verlangt: 


= N;c; = const. (4) 


Um das Maximum von Gl. (3) zu erhalten, wird W, durch Wa+t 
dividiert und der Quotient gleich 1 gesetzt 


N! N; 
Wine i nal? 


Wat 1 N! N,+1 Neat N, 
iN, +N. pein en Oe 


(5) 
Dieser Ausdruck hat 1—1 unabhangige Variable, da YN; = N 
sein mu8. W,41 bedeutet, daB mindestens eine dieser Variablen von 
ihrem Extremwert noch um einen Schritt entfernt ist; andererseits 
darf natiirlich keine Variable mehr als einen Schritt von diesem Wert 
entfernt sein. Die N, geben die Variablen an, die ihren Extremwert 
schon erreicht haben; die N; jene, die ihn iiberschreiten und die Num 
schlieBlich jene, die ihn unterschreiten. Wegen der Konstanz der 
Summe der N,, N; und N,, muB es gleich viele N,, und Nz geben. 
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Nach Kiirzen der N! erhalt man: 
IT (Ne + 1)!J7 (Nn — 1)! ITNS! IT pi 
ITN;! TT paY* TT Pn TT pss 
Die Faktoriellen k6nnen reduziert werden, da fiir jedes Ny, Nz und Nj, 
das entsprechende N; vorhanden ist: 

Np == 1 Pn 
km Pr ye 
Beim Logarithmieren wird aus dem 
Produkt eine Summe und die 1 wird 0: % 
Sy In Pom 1 In Neer 0 pot 

ae Nin . Pr > aa 


Sig, (5a) 


=1. (6) 


Np +7 


Rym 


Um die Nebenbedingung SN; c; = MeL Oka! 
= const. einfiihren zu k6nnen, wird  Abb.7. Extremwert und Nachbarwerte. 
diese in die homogene Form gebracht. 
Man denke sich die N;c; als Summe angeschrieben und dann die 
Nicer, NmCm und Nc; abgezogen. Das gibt 


D> (Net 1) ce+ S"(Nm— 1) Om + SY Noes = const. 


wv = 
we Ne cr + SN mom + ae C= const. (8) 
> (ce — &m) ==, 
kim 


Gl. (8) wird mit Hilfe des LacrancEschen Multiplikators in Gl. (7) 
eingefihrt : 


e N. 1 
SH ite —2(a— em} =o. (9) 
km Num Pr 
Diese Gleichung muB erfiillt sein, wenn auch nur ein einziges Nx 
und N,, auftritt. Ebenso auch, wenn 2, 3, 4...7N, auftreten. Dies 


ist nur méglich, wenn der Klammerausdruck fiir sich verschwindet: 
Pm Nz + 1 

] all —A 

n pm n rs ( 
Die Lésung dieser Gleichung lautet: 


Ck — Cm) = 0. 


N 

ln A (cp —¢,) (10) 
Net1l=fre ™ 

Die Glieder mit dem Index m werden herausgehoben: 


N; sige Nm ia al Acp+ In bp 


m 
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Fiir festgehaltenes f soll diese Gleichung ein ganz bestimmtes N; 
liefern, obwohl der Index m noch frei ist. Dies ist nur dann méglich, 
wenn die Glieder mit dem Index m eine Konstante geben. 


Lon ae (11) 
Pm 
= Ce # (12) 
Noe Coa Pm (12 a): 


Den Wert der Konstanten C erhalt man durch Betrachtung des Sonder- 
talless¢,, 0) p— 1s somit NN, — NV; 
CE=ING 
Gl. (12) in Gl. (10) eingefiihrt, liefert bis auf den Summanden 1 
die MAXWELL-BOLTZzMANN-Verteilung 
Np 1a Ne eee (10 a) 


Der Unterschied zwischen Gl. (12a) und (10a) wird durch Gl. (2) 
und (2a) erklart, doch soll hierauf nicht naher eingegangen werden. 

Setzt man fiir A cy und pp die auf dem tiblichen Weg zu berechnenden: 
Werte ein: 


m v2 
KT 
K = BoL_tTzMANN-Konstante, 
T = absolute Temperatur, 


AC 


(22m K T)': 
In pp = — 1 } 
TBs n| 02 vz Av, Av; it) 
dann erhalt man die Maxwetische Geschwindigkeitsverteilung, 
N; ns m 3/4 — 
NT = Wy = ae é A vzA vyA Us, (14) 
die meist in der Form 
tate 2 ue Lie a : 
w=Anv = é Av (14 a): 


geschrieben wird, die nur die Absolutbetrage der Geschwindigkeiten 

angibt und nicht deren Verteilung auf die drei Koordinatenrichtungen. 

Mit K = 1,38: 10-*3 Ws/grad; Av=100m/s, T=1°K und 

m —=2 x 1,67- 10—°4 g (Wasserstoffmolekiil H,) erhalt man aus Gl. (13): 
br = 0,25. 


Faltung von Galtonbrettern. — Fiir die weiteren Ausfithrungen ist 
die Darstellung der BoLtzMaNn-Statistik durch die Faltung von GALTON- 
Brettern notwendig. Bosr- und FEermtr-Statistik lassen sich in derselben 
Weise darstellen. 
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Die Wabhrscheinlichkeit eines Zustandes ist bei FERMI durch den 
Ausdruck 


Za 
1 eS 9 6 aE car 
gegeben. Dabei wird meist der Bildpunktraum in Kugelschalen zerlegt 
gedacht, die durch den Index s gekennzeichnet sind. Fiir die BosE- 
Statistik gilt ganz ahnlich: 


Z;! 


We=lI aa IT bs; st (16) 


Ss ITQsi! 


Abb. 8. Darstellung der Fermr-Statistik durch GaLton-Bretter. 


Wie man sofort erkennt, ]aBt sich aber auch der Ausdruck (3) der 
BoLTZMANN-Statistik in dieser Form anschreiben: 


N! N N, 
Weu = 1 ph = 
rice N,iN,!.. Nil? p 
N! 2 ee eee CN AN," po’ vou, 
Wino Ni 
(N—N,...—WN,-2)! pei) pe hans 
=a iY 2 ay een al a 


Da man den Ausdruck fiir die BosE-Statistik genau so zerlegen kann, 

bestehen alle drei Statistiken aus einer Reihe von Produkten der Form: 
S! 

z R gS—R 8 

RIGS—Rl? ! ue) 

Bei BottzMANN- und Boss-Statistik sind einige ¢ gleich 1. 

Der Ausdruck fiir die FERM1-Statistik Gl. (15) wird durch Abb. 8 
wiedergegeben, der fiir die BoLttzMANN-Statistik Gl. (17) durch Abb. 9. 
Fiir die Bosr-Statistik Gl. (16) sind mehrere Gebilde von Abb. 9 in 
Form der Abb. 8 zusammenzuhangen. 


: 
| 
| 


*10}}01g-NOLTV5 YOINP YI}SI}e}S-NNVWZLI10g Joep sunTe}sieq *6 ‘qqy 


(V-WWANYY yln- WWW. Je HN MIW 


bf td p)e Gf é Se CN MIN 
W-W-WH (4 ) eT WW WW WY WO! 4=W/ 


EOE. EWIWIW yy 
WWW iW 


Sie wird durch die Zahl der ge- 


speicherten Impulse in der letzten Zeile der dritten Serie (N3, ps3, Cs) 


H. HarmMutu: 
Nach dem Schema von Abb. 9 kann die Zustandswahrscheinlichkeit 


Wem elektronisch berechnet werden. 
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giesatz entsprechenden 


von GALTON-Brettern angegeben. Die dem Ener. 
>; 
z Ni‘ c% = Gesamtenergie 


Werte sind durch die Bedingung 


a a 


" SCN eens orc 
mae. 


F = give a im 
Yn ar nae 


» ae 


a 
ms p 
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gekennzeichnet. In Abb. 9 wurde c, = 1, cg = 2 ¢, und c, = 3 c, gesetzt. 
Der sich ergebende Energiewert ist in der letzten Zeile der dritten 
Serie angeschrieben (0, 3, 6, 9, 12...). Betragt die Gesamtenergie 
des betrachteten Systems beispielsweise 8, dann liefert der Punkt 
(= Speicher) mit dem Energiewert 8 und der gréBten Zahl von ge- 
speicherten Impulsen die Lésung fiir Gl. (10 a), bzw. (14). In unserem 
Falle ist das der durch N, = 1, N= 2 und N; = 1 charakterisierte 
Punkt; die Verteilung N, = 2, N,=0, Ng=2 ist zweimal,: die- 
jenige mit N, = 0, N,= 4, N 3 =0 achtmal seltener. 
Der tatsachliche Wert von c, betragt 


eee zm v2 (Adv,=Av,y =A»). 

Aus der Bedingung 2p; = 1 (in Abb. 9 ist ¢ = 4) ergibt sich mit Hilfe 
von Gl. (13), (K = 1,38: 10-28 Ws/er, A v = 100 nals, 2 == K und 
m —2-1,6:10-24g), daB beispielsweise fir ein System von vier 
Wasserstoffmolekiilen H, die wahrscheinlichste Verteilung N, = 3, 
N, = 1, N, = 0 ist (Gesamtenergie = 5 c,). Die elektronische Rechen- 
maschine laBt sich also gerade in solchen Fallen gut anwenden, in denen 
die StrrLincsche Formel wegen der geringen Zahl der Elemente ver- 
sagt; sie liefert nicht nur die wahrscheinlichste Verteilung, sondern 
was bei kleiner Elementzahl wesentlich ist — alle méglichen Ver- 
teilungen. 

Die Arbeiten an der Rechenmaschine wurden durch Herrn Prof 
SKUDRZYK, Doz. PRACHAR, Dr. ZEMANEK sowie die Herrn Dipl.-Ing. 
STANGL, PoTAKOVSKYJ, LIFKA, HoizErR, HAENSCHKE und R. CESOLI 
wesentlich gefordert, wofiir ihnen vielmals gedankt sei. 
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Feldelektronenmikroskopische Beobachtungen an 
Kathoden mit kubisch raum- und kubisch flichenzentrierter 
Gitterstruktur. 


Von 
H. Birkenschenkel, R. Haefer und P. Mezger, Berlin. 


Mit 9 Abbildungen,. 


(Eingelangt am 10. February 1953.) 


Zusammenfassung. 


Es werden eine Kathodenanordnung und eine geeignete Arbeitstechnik be- 
schrieben, die es erméglichen, auch Metalle mit wesentlich niedrigerem Schmelz- 
punkt als dem des bisher meistens verwendeten Wolframs feldelektronenmikro- 
skopisch zu untersuchen. Die Anordnung wird durch Untersuchung von Spitzen 
aus Mo, Ta und Ni erprobt. Das Emissionsbild der reinen Metalle hangt offenbar 
im wesentlichen nur vom kristallographischen Typ der Kathode ab. Es werden 
die charakteristischen Unterschiede zwischen den Emissionsbildern von Kathoden 
kubisch raumzentrierter Gitterstruktur einerseits und denjenigen kubisch flaAchen- 
zentrierter Gitterstruktur andererseits diskutiert und zu deuten versucht. 


1. Einleitung. 


Bei Untersuchungen mit dem Feldelektronenmikroskop nach 
FE. W. MUtier [1] wurde als Kathodenmaterial bisher wegen seiner 
ausgezeichneten vakuumtechnischen und mechanischen Eigenschaften 
in den meisten Fallen Wolfram und weniger haufig Molybdan verwendet. 
Diese beiden Metalle haben ein kubisch raumzentriertes Gitter und bei 
sauberer Oberflache zeigen sie nahezu gleiche Emissionsbilder. Ge- 
legentlich ist auch versucht worden, Metalle mit kubisch flachen- 
zentnierter Gitterstruktur wie z. B. Nickel und Kupfer feldelektronen- 
mikroskopisch zu untersuchen [1, 2]. Die erhaltenen Emissionsbilder 
dieser Metalle sind jedoch vielfach nicht reproduzierbar [3]. Der Grund 
hierfiir diirfte in folgendem bestehen: Die Metalle des flichenzentrierten 
Systems haben einen im Vergleich zu Wolfram niedrigen Schmelzpunkt. 
Daher ist es schwierig, sie so weit zu entgasen, wie es zur Erzielung eines 
Emissionsbildes der sauberen Oberflache der Feldkathode erforderlich 
ist. Verwendet man als Kathodenform dabei diejenige, die sich bei 
W und Mo bewahrt hat, so tritt als weitere Schwierigkeit hinzu, daB 
sich die Drahte infolge ihrer geringen Formbestandigkeit beim Glithen 


) 
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| 
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in unkontrollierbarer Weise verziehen und eine feldelektronenmikro- 
skopische Beobachtung dadurch vielfach unméglich wird. 

Diese Schwierigkeiten lassen sich aber, wie in der vorliegenden Arbeit 
gezeigt werden soll, durch eine geeignete Bauweise der Kathode und eine 
geeignete Arbeitstechnik beheben. Es soll dieses an den Beispielen 
Mo, Ta und Ni gezeigt und die charakteristischen Unterschiede in den 
Emissionsbildern der Metalle des kubisch raumzentrierten Systems 
einerseits und des kubisch flachenzentrierten Systems andererseits dis- 
kutiert werden. 


2. Versuchsanordnung?. 


Es wurde das Feldelektronenmikroskop in der von HAEFER [41 be- 
schriebenen Form verwendet. Als Kathode bewahrte sich in allen Fallen 
die in Abb. 1 gezeigte Bauweise, die bereits BENJAMIN und JENKINS [2] 
verwendeten®. Als Heizbiigel der Kathode dient ein haarnadelférmig 
gebogener Wolframdraht von 0,15 mm Durchmesser, in dessen Mitte 
ein 1,5 mm langer Draht des zu untersuchenden Materials angeschweiBt 
ist. Auf diese Weise gelingt es, der Kathodenspitze Temperaturen bis 
nahe an ihren Schmelzpunkt zu geben. Die 
Herstellung der Spitze geschieht durch gt. ee y 
Atzen, und zwar bei Mo durch KNO,- T Ky ie 
Schmelze, bei Ta durch erhitztes KOH + pS Mesh 
+ 10% Na NOg, bei Ni durch erhitzte HNOg. 

Die Beobachtungen erfolgten bei saugen- 
der Pumpe. Zur Erzeugung des notwendigen 
geringen Druckes von weniger als 10—* Torr 
dienten die von HAEFER [4] beschriebene 
Anordnung und die dort erwahnten vakuum- 
technischen MaBnahmen. 

Wie  wubermikroskopische Aufnahmen 
zeigen [4], haben frisch geadtzte Spitzen 
eine unregelmaBige Gestalt. Die Elektronen- 
emission geht nur von einzelnen exponierten 
Stellen aus und man beobachtet auf dem  bb.1. Anordnung zum Glihen der 
Leuchtschirm einzelne helle Bereiche. Beim ee eee 
Gliihen der Spitzen tritt bei einer be- haben. 
stimmten, fiir jedes Material charakteri- 


1 Die auf Anregung von R. HAEFER begonnenen Versuche wurden von H. Bir- 
KENSCHENKEL und P. MEzGER im Sommer 1951 als Werkstudenten-Arbeit in der 
Abteilung fiir Elektronenoptik der Siemens & Halske AG., WWM, Berlin-Siemens- 
stadt, durchgefihrt. 

2 Diese Autoren arbeiteten mit von der Pumpe abgezogenen Rohren, wahrend 
die im folgenden mitgeteilten Versuche an der Pumpe ausgefiihrt wurden. Durch 
diese unterschiedliche Arbeitstechnik dtirften die Unterschiede in den erhaltenen 
Emissionsbildern, insbesondere im Falle der Nickelkathoden, bedingt sein, da 
reproduzierbare Emissionsbilder von reinen Metalloberflachen nur bei extrem 
niedrigem Druck erhalten werden kénnen. 
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stischen Temperatur eine Oberflachenwanderung der Atome uber | 


das eigene Gitter ein und die Spitze ~beginnt, sich zu glatten und 
zu rekristallisieren [18]. Dabei nimmt der Kriimmungsradius der 
Spitze und damit die zur Emission benétigte Spannung zu. Nach 


] 
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dem Gliihen der Spitze bei immer héheren Temperaturen erhalt man _ 
schlieBlich das Emissionsbild der einkristallinen, weitgehend ge- | 


glatteten und von Oberflachenverunreinigungen freien Kathode. 

Beim Arbeiten insbesondere mit Metallen relativ niedrigen Schmelz- 
punktes empfiehlt es sich, die soeben geschilderte Veranderung der 
Kathodenspitze durch das Emissionsbild zu kontrollieren. Zu diesem — 
Zweck geht man in der Weise vor, daB man die Spitze zunachst bei 
niedriger Temperatur (ohne angelegte Hochspannung) gliiht, bei abge- | 
schalteter Heizung das Emissionsbild beobachtet und anschlieBend bei | 
etwas hoherer Temperatur gliiht und wieder das Emissionsbild beobachtet 
usw. Wenn sich dann bei steigender Temperatur und steigender Dauer des | 
Gliihens das Emissionsbild nicht mehr dndert, ist man berechtigt, 
dieses Emissionsbild der von Adatomen freien Oberflache zuzuschreiben. 

Durch diese Arbeitsweise der vorsichtigen, stufenweisen Steigerung 
der zum Gliihen benutzten Temperatur vermeidet man, daB der kurze, | 
die Spitze tragende Draht unzulassig hoch erhitzt wird, wodurch eine | 
Schmelzperle des zu untersuchenden Materials entstehen kann. Diese _ 
Schmelzperle hat dann im allgemeinen einen so hohen Kriimmungs- | 
radius, daB sie kein Emissionsbild liefert, weil bei hdheren Spannungen | 
bevorzugt exponierte Stellen des riickwartigen Teiles der Kathode zu 
emittieren beginnen. Man kann aber durch Verdampfen den Kriim- 
mungsradius der Schmelzperle so weit verringern, daB sie feldemissions- 
mikroskopisch wieder abzubilden ist. Hieriiber soll an spaterer Stelle | 
berichtet werden. 

Die beschriebene Arbeitsweise erfordert eine standige Kontrolle des | 
Druckes im Feldelektronenmikroskop. Hierzu wurde ein Ionisations- | 
manometer mit kalter Kathode [6, 7] mit einem MeBbereich von | 
10-8 bis 10-1 Torr verwendet. Wird namlich beim Gliihen der Spitze | 
eine so groBe Gasmenge frei, daB der Druck im Feldemissionsrohr bei | 


saugender Pumpe auf 10—® Torr oder héher ansteigt, so wird an den | 


Glaswanden bereits so viel Gas adsorbiert, daB sich nach Abschalten | 
der Kathodenheizung nicht mehr der fiir die Beobachtung des Emissions- | 
bildes notwendige niedrige Druck von einigen 10—* Torr herstellen 1aBt | 
und die Gefahr der Zerst6rung der Spitze durch Ionenaufprall besteht [4]. | 
Deshalb wurde so gearbeitet, daB der Druck im Feldelektronenmikro- | 
skop wahrend des Gliihens der Kathode niemals auf hdhere Werte als | 
einige 10—’ Torr anstieg. | 

Nachdem in der erwahnten Weise die zur Erzielung des Emissions- 
bildes der reinen Spitzenoberflache notwendige Gliihtemperatur er- 
mittelt worden war, wurde das Rohr erneut im elektrischen Ofen bei | 
500° C ausgeheizt. AnschlieBend wurde die Kathode nochmals bei der | 
héchstzulassigen Temperatur gegliiht. Es ergab sich in allen Fallen das | 


gleiche Emissionsbild wie vor dem letzten Ausheizen des Rohres. 
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a) Tantal und Molybdan. 

Abb. 2 zeigt eine Serie von Emissionsbildern einer Tantalspitze, die 
nach schrittweise ansteigender Gliihtemperatur erhalten wurden. Die 
Oberflachenwanderung der Ta-Atome iiber das eigene Gitter beginnt 
bei 950° K, was man an der erwahnten Veranderung des Emissions- 


Abb. 2. Emissionsbilder von Tantal nach Glithen der Spitze 
bei verschiedenen Temperaturen. a) Nach langerem Glihen 
bei 950° K. Beginn der Oberflachenwanderung. U = 1,50 kV, 
[=2.10—*A. 6) Nach weiterem Glihen bei 950° K. 
c) Nach Glithen bei 1100 K. U=1,8 kV, IT =4.1077 A. 
d) Nach Glihen bei 1200°K. U=5 kV, I=10—* A. ¢) Nach 
Glihen bei 1300° K. U=5,5 kV, 7=1.10—® A. 7) Nach Gliithen 
bei 16009 K. U=9Q0kV, 1=3.10—°A. g) Nach Glthen 
bei 2000 K. U=9,0 kV, J =1,2.10—* A. Reine Tantal- 
oberflache., In der Mitte (011). 


bildes und dem deutlichen Ansteigen der zur Emission erforderlichen 
Spannung erkennt. Nach einem Gliihen bei 1200° K (Abb. 2d) zeichnen 
sich bereits die Flachen (110), (100) und (111) als dunkle Bereiche sowie 
die Zonenverbande [111] und [100] als dunkle Linien ab. Erst nach 
langerem Gliihen bei 1200° K beginnen die (111)-Flachen zu emittieren, 
wahrend die (112)-Flachen in ihrer Emission abnehmen. (Abb. 2 e—g). 
AuBerdem treten um die Wiirfelflache herum die vier (102)-Flachen 
als dunkle Punkte, die durch dunkle Linien miteinander verbunden 
sind, in Erscheinung. Im Endzustand (Abb. 2 g) haben wir im wesent- 
lichen das gleiche Emissionsbild wie beim Wolfram (Abb. 3), fiir das 
das Fehlen der Emission in den Richtungen (100), (110) und (112) 
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charakteristisch ist. Ein gewisser Unterschied zwischen Abb. 3 und 
Abb. 2 g besteht allerdings darin, daB beim Ta um (110) segmentartige 
Bereiche verminderter Emission vorhanden sind, die bei reinem W nicht | 
beobachtet wurden. Worauf | 
dieser Unterschied beruht, | 
kann gegenwartig nicht ent- | 
schieden werden. 

Von Molybdan erhalt man 
bei reiner Oberflache ein 
Emissionsbild (Abb. 4), das 
vollkommen dem des Wolf- 
rams gleicht. Gelegentlich 
kommt es allerdings auch | 
vor, daB man von reinem 
Molybdan ein Emissionsbild 
erhalt, das von dem des Wolf- 
ram in gewisser Weise ab- 
weicht. So wurde z. B. be- 
obachtet, daB in dem grofen 
emittierenden Bereich um 
Abb. 3. Emissionsbild des reinen Wolframs. (100) die vier Flachen (103) 

(011) in der Mitte. sowie die vier Flachen (114) | 
als Punkte verminderter Emis- | 
sion auftreten (Abb. 5c). | 
Dieses Emissionsbild (Abb. 5c) 
stimmt hinsichtlich der ge- 
nannten zusatzlichen  acht | 
Flachen geringer Emission mit | 
dem von E. W. MULLER [1] 
mitgeteilten Emissionsbild des | 
reinen Molybdan iiberein. Eine | 
Erklarung fiir die beiden | 
Varianten des Mo-Bildes kann | 
zur Zeit nicht gegeben werden. | 
Die — Oberflachenwanderung 
des Mo tiber das eigene Gitter | 
beginnt bei 750° K. | 

Sehen wir von den ge- | 
nannten geringen Unterschie- | 
den ab, so kénnen wir fest- | 


} 
| 
] 


Abb. 4. Emissionsbild des reinen Molybdiins. 


(011) in der Mitte. stellen, daB alle drei Metalle | 
(W, Mo, Ta) mit kubisch | 
raumzentrierter Gitterstruktur bei reiner Oberflache die gleiche Ab- | 


hangigkeit der Feldelektronenemission von der kristallographischen 
Richtung zeigen, 
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b) Nickel®. 

Beim Nickel setzt die Oberflachenwanderung der Atome itber das 
eigene Gitter schon bei sehr niedriger Temperatur ein, und zwar bei 
400° K*. Nach weiterem Gliihen bei etwas héherer Temperatur be- 
obachtet man zunachst nur die fiir die ganze Bildreihe (Abb. 6) charak- 
teristischen, von hellen, konzentrischen Kreisen umgebenen dunklen 


Punkte (111). Dann erscheint nach weiterem Gliihen bei 950° K plotzlich 
ohne Ubergang tiber weitere Zwischenstufen das bereits hochsymme- 
trische Emissionsbild (Abb. 6a). Beim ersten Hochgliihen der Spitze ging 
dieses Bild ohne irgendwelche a&uBeren MaSnahmen bei angelegter 
Spannung sprunghaft in das Bild (Abb. 6 8) tiber. Es kann sich hier 


Abb. 5. Emissionsbilder von Molybdan nach Gliihen der Spitze bei verschiedenen Temperaturen. 
a) Nach Glithen bei 12009 K. U=3kV, I1=6.10—*A. 6) Nach Glihen bei 1500° K. U = 14 kV, 
=1.10—*A. c) Nach Glihen bei 22009 K. U = 14kV, I =1.10— > 4. Reine Molybdanoberflache. 


moglicherweise um die Einwirkung auftreffender Ionen gehandelt haben. 
Nach erneutem Ausheizen des Rohres und Gliihen der Spitze ergab sich 
Abb. 6c und schlieBlich als Endzustand der reinen Ni-Oberflache 
Abb. 6d. 

Da das Emissionsbild des Ni ein vollig anderes ist als das der raum- 
zentrierten Metalle, ist zunachst die kristallographische Indizierung der 
Ni-Bilder notwendig. Zu diesem Zweck eignet sich wegen seiner hoch- 
symmetrischen Ausbildung am besten Abb. 6c. Dieses Bild hat eine 
vierzdhlige Symmetrie in bezug auf den Mittelpunkt. Innerhalb jedes 
Quadranten herrscht um den mit den charakteristischen hellen Ringen 
umgebenen dunklen Punkt eine dreizahlige Symmetrie. In den hoher 
symmetrischen Klassen des kubischen Kristallsystems besteht aber eine 
vierzahlige Symmetrie um die Wiirfelflache (100) und eine dreizahlige 
Symmetrie um die Oktaederflache (111). Nimmt man nun diese beiden 
Flachen als richtig indiziert an, so ergeben sich folgende weitere Fest- 
stellungen (vgl. Abb. 7): Es existieren zwei Hauptsymmetrieebenen, 


3 Anmerkung bei der Korrektur: Wahrend der Drucklegung erschien eine 
Arbeit zum gleichen Gegenstand: Feldelektronenemission von Nickeloberflachen 
von R. Gomer, J. of Chem. Physics, 21, 293, 1953. 

4 Nach bisher unver6ffentlichten Beobachtungen von F. GRASENICK und 
R. HarFrer mit dem Ubermikroskop. 
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die den Richtungen der vier Zonen [100] entsprechen und zwei gegen 
jene um 45° geneigte Nebensymmetrieebenen, die den Richtungen der 
vier Zonen {110] entsprechen. Diese Haupt- und Nebensymmetrie- 


a 


Abb. 6. Emissionsbilder yon Nickel nach Glithen der Spitze bei verschiedenen Temperaturen. In der 
Mitte (001), vierzahlige Symmetrie. 


a) Nach Glihen bei 950° K. U 7,5 kV. 6) Sprunghafte Anderung des Bildes bei angelegter Spannung. 
U=7,0kV.  c) Nach Gliihen bei 1100° K. U=85kV. d) Emissionsbild des reinen Nickels nach 
Gluhen bei 1200° kK. U 9kV. Nach Glithen bei héheren Temperaturen keine Anderung des Bildes mehr. 


ebenen zeichnen sich auch in dem um den Mittelpunkt gelegenen Be- 
reich als zwei um 45° gegeneinander gedrehte dunkle Achsenkreuze ab. 
Auf den Zonenkreisen [100] erscheinen stark emittierende Bereiche um 
die Richtungen (102). Sie zeigen eine in sich symmetrische Struktur 
und sind auf jedem der vier Zonenkreise je zweimal vertreten. Zwischen 
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diesen beiden Flachen [z. B. (012) und (021)] liegt ein nicht emittierender 
Bereich, auf dem in der Mitte durch eine Einschniirung gekennzeichnet 
die Rhombendodekaederflache (011) liegt. Auf den Zonenkreisen [110] 
sind zwischen (001) und (111) als dunkle Punkte die Richtungen (113) 
za erkennen, die von einem hellen Kranz hochsymmetrischer Form um- 
geben sind. Um die (111)-Flachen gruppieren sich nach dem Rande des 
Bildes hin die beiden weiteren (113)-Flachen. Die sich in 120°-Winkeln 
auBernde Dreizahligkeit der Symmetrie um (111) kommt in Abb. 6¢ 


Abb. 7. Die wichtigsten Flachen und Zonenkreise [100] (stark ausgezogen) und [110] (schwach ausgezogen) 
auf der Nickeleinkristallkugel. (001) in der Mitte. 


wegen der Randverzeichnung des Bildes nicht genau zum Ausdruck. 
Sie ergibt sich aber exakt aus Abb. 8, wo gerade diese Richtung mit der 
Achse der Spitze tibereinstimmt und daher in der Mitte des Leucht- 
schirms abgebildet erscheint. Zur Indizierung von Abb. 8 vgl. Abb. 9. 
Die sich nur durch die Textur der Kathodenspitzen unterscheidenden 
Emissionsbilder Abb. 6d und 80 des reinen Nickels zeigen ferner die 
Reproduzierbarkeit der Ergebnisse. 

Die beschriebene Indizierung laBt sich quantitativ wie folgt belegen: 
Wir idealisieren die einkristalline Kathode zu einer Halbkugel, wie es 
auch im Fall des Wolframs getan [1] und durch tibermikroskopische 
Aufnahmen der gegliihten Spitzen als berechtigt erwiesen wurde [4]. 
Wir ermitteln dann auf der Kugel die Entfernung der in Betracht 
kommenden Kristallflachen von der Flache (001), die in der Mitte der 
Emissionsbilder (Abb. 6) beobachtet wird. Die Entfernung messen wir 
in Winkelgraden und vergleichen sie mit der entsprechenden Entfernung 
auf dem Leuchtschirm. Auf diese Weise erhalten wir folgende Werte: 
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Entfernung. 
: theoretisch gemessen Verhalini 
von (001) bis Gniuieelersa cam) erhaltnis 
(113) (113) (413) (113) 25 14,5 1,72 
(012) (102) (012) (102! 26,5 15,3 | 1,73 
(101) (011) (101) (011 45 26,0 | 1,73 
(11a) (Cae ay tat 54,7 31,5 1,74 
(021) (201) (021) (201) 63,4 36.0 | 1,76 
OLE eae esd 72,4 AVS 1 az 
(311) (113) (131) (311 | 
| 


Wie man erkennt, ist das Verhaltnis von theoretischem zu experi- 
mentellem Wert annahernd konstant. Der Beweis fiir die Richtigkeit 
der Indizierung ist aber erst vollstandig, wenn der auf dem Leucht- 


| 


schirm gemessene Wert auch absolut genommen der zugeordneten Ent- | 


fernung auf der Spitze entspricht. Da die Elektronenbahn zur Achse 
des Rohres hin gekriimmt ist, ist das Emissionsbild in seinen linearen 
Abmessungen gegentiber dem nach einer Kugelprojektion zu erwarten- 


den Bild in einem bestimmten Verhaltnis verkleinert. Fiir dieses Ver- 
haltnis wurde von HAEFER [5] theoretisch und experimentell der Wert | 
0,63 gefunden. Rechnet man mit diesem Wert, so ist zu erwarten, daB | 


die in 25°-Entfernung vom Scheitel der Spitze liegenden (113)-Flachen 
in 14,0 mm ® Entfernung vom Mittelpunkt des Bildes in Erscheinung 
treten. Dieser Wert stimmt gut mit dem beobachteten iiberein. 

Die feldelektronenmikroskopisch auffalligste Erscheinung bei allen 
Emissionsbildern des Nickels ist das System von Ringen um die Oktaeder- 
flachen (111). Es sind vier annahernd Aquidistante Ringe, die in ihrer 
Intensitat mit wachsendem Radius abnehmen. Diese Ringe besitzen 
eine kornige Struktur. In jedem 120°-Bereich um (111) sieht man jeden 


Ring in vier einzelne leuchtende Punkte aufgeldst, die auBerdem noch | 


unregelmaBig angeordnet und unterschiedlich hell sind. Diesen zwilf 
Punkten pro Ring kann man aber keine Kristallflachen zuordnen, weil 
sich eine derart hohe Zahl von Flachen nicht in die Oktaedersymmetrie 
einordnen laBt. Damit laBt sich also diese Erscheinung nicht auf zu- 
satzliche Netzebenenlagen zuriickfiihren. Fiir diese Aussage_ spricht 
auBerdem noch die UnregelmaBigkeit der Anordnung der Punkte auf 
dem Kreis. 

Auch um die (113)-Flachen am Rande der Abb. 6 a und ¢ sieht man 
je zwei Ringe mit kérniger Struktur. Aus diesem Grunde ist anzu- 
nehmen, dai} auch die hellen Gebilde um die (113)-Flachen in der Mitte 


des Bildes an sich zwei einzelne Ringe mit kérniger Struktur sind, die | 


5 Abstand Spitze — Leuchtschirm = 50 mm. 
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aber infolge der hdheren Feldstarke in Scheitelnahe und der damit 
hoheren Emission nicht mehr aufgelést werden. Aus einer analogen 
Uberlegung wie oben folgt, daB es sich auch bei diesen Ringen um (113) 
nicht um eine auf Netzebenenlagen zuriickfiihrbare Erscheinung handeln 
kann. Als Erklarungsméglichkeiten kommen vielmehr in Betracht: 


b 


issi i ron Nick ch Gliihen de itze er Mitte izahlige Symmetrie. 
Abb. 8. Emissionsbilder von Nickel nach Gliihen der Spitze . In der Mitte (111), dreiza ge Symme 
a) Nach Glithen bei 1100° K. U = 5,5 kV. 6) Nach Gliihen bei 1200° K. U = 5,8 kV. Reine Ni-Oberflache, 


1. Das Vorhandensein adsorbierter Fremdatome. Diese Erklarung 
kénnte méglicherweise auf die hellen Ringe um (113) zutreffen, da sie 
bei weiterem Gliihen der Kathode verschwinden. Diese Annahme ver- 
mag aber nicht die Ringe um (111) zu erklaren, da diese auch bei dem 
héchst méglichen Glithen bis nahe an den Schmelzpunkt des Nickels 
bestehen bleiben. 
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2. Eine Erklarung der Ringe um (111) kénnte darin bestehen, daB 
man sie als Treppenstufen deutet. Wie E. W. MULLER [9] gezeigt hat, 
ist die durch Gliihen der Spitze erzeugte Temperform nur ,,im Groben“™ 
eine Kugelkalotte. In bestimmten Kristallrichtungen besitzt sie ebene | 
Flachen. Aus dem Vergré8erungsmaBstab ergibt sich fiir die Breite | 
eines einzelnen leuchtenden Ringes je nach Durchmesser 20 bis 60 A. | 
Dieser Wert entspricht aber nach E. W. MULLER der theoretischen Er- | 


wartung fiir die feldelektronenoptische Abbildung einer Kante [9]. | 


/ 


Abb. 9. Die wichtigsten Flachen und Zonenkreise [100] (stark ausgezogen) und [110] (schwach ausge- 
zogen) auf der Ni-Kristallkugel. (111) in der Mitte. 


entsprechen Objekten eines Durchmessers von 20 bis 40 A, wie man | 
aus dem Vergr6Berungsmabstab ermittelt. Nun erzeugt aber nach 
E. W. MULLER [10] ein einzelnes Adatom auf einer Feldkathode auf dem 
Leuchtschirm infolge der durch lokale Feldstarkeerhéhung hervorge- 
rufenen Abbildungsspreizung ein Streuscheibchen, das auf die Kathode 
zuriickprojiziert, etwa 20 A Durchmesser hat. Es kénnte sich also bei | 
diesen einzelnen Punkten, wenn nicht gar um einzelne Ni-Atome, so 
doch um Elementarzellen oder um geringe Vielfache von diesen handeln, 
die an den Kanten der Treppenstufen mosaikartig angeordnet sind. 
Fur die Breite der Stufen (= Abstand der Ringe) erhalt man 80 bis 
100 A. Einzelheiten der Oberfliche von diesen Abmessungen lassen | 
sich aber nach GRASENICK und HAEFER |8] mit Hilfe eines Umhiillungs- | 
verfahrens mit dem Ubermikroskop bei stereoskopischer Abbildung | 
noch bequem erkennen und ausmessen. Auf diese Weise gelang es z. B. 


i 
} 
| 
Die die Ringe bildenden, unregelmaBig verteilten einzelnen Punkte | 
? 
| 
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Wachstumsstufen von MgO-Einkristallen von einer Breite zwischen 
200 A und der Auflésungsgrenze des Ubermikroskops (10 A) nachzu- 
weisen. Es besteht damit die Moglichkeit, die Deutung der Ringe als 
AuBerungen von Treppenstufen experimentell zu priifen. Ubermikro- 
skopische Aufnahmen von Ni-Spitzen scheinen dies in der Tat zu be- 
statigen. Sie werden nach Beendigung der Versuche von GRASENICK 
und HAEFER an anderer Stelle mitgeteilt werden. 

Sieht man von den besprochenen Feinheiten des Emissionsbildes ab, 
so ergibt sich, daB fiir das reine Nickel (Abb. 6d und 7 5) im wesent- 
lichen die verminderte Emission in den Richtungen (001), (011) und (111) 
charakteristisch ist. 


4. Theoretische Diskussion. 


Verallgemeinert man die gewonnenen Ergebnisse, so laBt sich sagen, 
daB fiir die Feldelektronenemission in ihrer Abhangigkeit von der 
Kristallrichtung bei sauberen Oberflachen nur der kristallographische 
Typ des Kathodenmaterials maBgebend ist. Sonstige Materialeigen- 
schaften scheinen eine nur untergeordnete Rolle zu spielen. 

Die Feldelektronenemission in den annahernd gleichmaBig emittieren- 
den Bereichen wird durch die wellenmechanische Tunneleffekttheorie [13] 
innerhalb enger Fehlergrenzen richtig wiedergegeben [4]. Da dieser 
Theorie das isotrope Metallmodell der freien Elektronen zugrundeliegt, 
findet die Anisotropie der Emission in dieser Theorie bisher keine Be- 
riicksichtigung. Es sind daher verschiedene zusatzliche Theorien zur 
Erklarung des Fehlens der Emission in bestimmten Kristallrichtungen 
entwickelt und auf die Verhdltnisse insbesondere beim Wolfram ange- 
wendet worden [12]. Eine befriedigende Erklarung konnte allerdings. 
bisher nicht erzielt werden. Die bisherigen Theorien hinsichtlich ihrer 
Aussagen tiber kubisch /fldchenzentrierte Metalle zu priifen, soll einer 
spateren Mitteilung vorbehalten bleiben. Im Rahmen dieser Arbeit sei 
von den bisherigen Theorien nur eine einzige diskutiert, die dem ex- 
perimentellen Befund insofern gerecht wird, als sie die Emissionsver- 
teilung als im wesentlichen nur vom Kristalltyp abhangig ergibt. Es 
handelt sich um die Vorstellung der Ausléschung der Elektronenwellen 
im Innern des Kristalls durch Interferenz mit den an den Netzebenen 
reflektierten Wellen. Diese Vorstellung geht auf E. W. MULLER [11] 
guriick und wurde von ihm auf Wolfram angewendet®. Das erwadhnte 
Ergebnis der Abhangigkeit nur vom Kristalltyp erhalten wir aber 
— wie wir jetzt zeigen wollen — erst durch eine entsprechende Be- 
riicksichtigung der kristallographischen Eigenschaften bei der Berech- 
nung der DE Brociiz-Wellenlange. Letztere ist in A 


6 E. W. Mixer rechnet dabei so, daf eine Ausléschung nicht nur bei ganz- 
zahligen, sondern auch bei gebrochenen Ordnungszahlen < 1 auftritt. Letzteres 
ist aber, worauf bereits BENJAMIN und JENKINS [2] hinwiesen, nicht statthaft- 
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i= | 
Ue 


‘wo y die Grenzenergie der FeRmI-Verteilung (in Volt) bedeutet?: | 


(t = PLancxsches Wirkungsquantum, m, = Ruhmasse des Elektrons). | 
Die Zahl y der freien Elektronen pro cm? ist 


m . 
y= ae ils 
| 
‘wo m die Zahl der Atome pro Elementarzelle, a die Gitterkonstante und / 
j die Zahl der freien Elektronen pro Atom sind. Beriicksichtigt man | 
noch den Ausdruck fiir den Netzebenenabstand in den kubischen | 
Kristallsystemen 


Jo 2 | 
VRP | 


(h, k, | = MILLERsche Indizes) und setzt die angeschriebenen Werte 
in die Braccsche Interferenzbedingung fiir senkrechte Inzidenz | 
2d=NnA ein, so erhalt man 


1 1,02 | 
/e+R+P ms he us ip Yin j WN. 1) ) 
| 
' 


Ausléschung ist zu erwarten fiir die Werte der Ordnungszahl n = 1, 2, 3... 

In diese Interferenzbedingung geht der Wert der Gitterkonstanten | 
nicht mehr ein. Die experimentell ermittelten Werte fiir die Zahl 1 | 
der freien Elektronen pro Atom [17] sind leider mit einer solchen Un- 
sicherheit behaftet, daB nicht entschieden werden kann, ob und in | 
welcher Weise sie von den kristallographischen und sonstigen Eigen- | 
schaften der Metalle abhangen. Sie liegen etwa zwischen 1 und 3. | 
Nehmen wir daher der Einfachheit halber zuniichst an, 7 sei bei den in | 
Rede stehenden Metallen konstant, so hangen nach Gl. (1) die Inter- | 
ferenzerscheinungen nur noch von der Zahl m der Atome pro Elementar- | 
zelle ab. Diese ist aber eine fiir jeden Kristalltyp charakteristische GréBe. 
Sie ist gleich 2 fiir das kubisch raumzentierte und gleich 4 fiir das kubisch | 
flachenzentrierte System. Damit ergibt sich die oben erwahnte Ab- | 
hangigkeit der Interferenzerscheinungen nur yom kristallographischen | 
Typ des Kathodenmaterials. 

Wenden wir Gl. (1) auf die Verhiiltnisse beim kubisch flachen- 
zentrierten System an, so ergeben. sich unter der Annahme p== Las 
und 2 folgende Werte fiir die Ordnungszahl » der Interferenz: 


* Da praktisch nur die energiereichsten Elektronen die Potentialschwelle | 
durchdringen. 
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rary hh, ae tae fiir ~ oll Flachenkonzentration 
j=1 | j=15 | f=2 C mal a? 

111 0,90 | 1,03 | 1,13 2,31 

100 1,56 1,78 | 1,96 2 

$10 | 1,10 1,26 | 1,38 1,41 


Man erkennt, daB in der Richtung (111) eine Ausloschung erster 
Ordnung unter der Annahme7 ~ 1,5 moglich ist. Bei der Richtung (100) 
es die zweite Ordnung, falls 7 ~ 2, und bei (110) die erste Ordnung, 
falls 7 ~ 1 ist. Es bleibt daher die Frage offen, ob eine Theorie des. 
gnisotropen Metallmodells der freien Elektronen diese Unterschiede in 
der Zab) 7 oder, was formal auf das gleiche hinauslauft, eine entsprechende 
Abhangigkeit der De Brociie-Wellenlange von der Kristallrichtung 
techtfertigen wird. Ansdtze hierzu liegen in der wellenmechanischen 
Theorie der Gliihemission fiir ein vereinfachtes anisotropes Metall- 
model] von Mrzowka bereits vor (16). Der experimentelle Befund der 
Abh4ngigkeit des Emissionsbildes nur vom Gittertyp kann durch die 
orstellung der Ausléschung durch Interferenz dann nur noch unter der 
Bedingung erklart werden, da{ die DE Brociie-Wellenlange bei ge- 
gebener KristalJrichtung nur vom Kristalltyp abhangt und daB sonstige 
Materialeigenschaften eine nur untergeordnete Rolle spielen. 

Bei den Kristallrichtungen, die hoher indiziert sind als die in der 
abelle aufgefiihrten, hat » Werte, die wesentlich kleiner als Eins sind, 
so da$ hier eine Ausloschung nicht mehr auftreten kann. Im Einklang 
hiermit haben auch die hdher indizierten Flachen eine annahernd 
gieichmaBige Emission. 

Wie E. W. Mitrer (11) am Beispiel des Wolframs gezeigt hat und 
ie wir es nach Gl. (1) fiir raumzentrierte Metalle verallgemeinern 
konnen, sind durch Interferenzausléschung (bei ganzzahligem n) bei 
diesem Kristallsystem nur die Richtungen fehlender Emission (110) 
und (100) zu erkl4ren. Bei der Richtung (112) geht dies nicht und es 
sind hier zus4tzliche Annahmen nétig [15). 

Interessant ist noch die Feststellung, da& ebenso wie beim raum- 
entrierten so auch beim flachenzentrierten System gerade die am 
dichtesten besetzten Kristallflachen (letzte Spalte der Tabelle) das ge- 
Tingste Emissionsvermogen haben. Es ist dieser Befund auch formal im 
Einklang mit der Erfahrungstatsache, daB die Austrittsarbeit bei 
polykristallinen Substanzen um so hoher ist, je geringer die Gitter- 
konstante, das heift je héher die Flachenkonzentration ist. 

Selbstverstandlich wird bei der Entstehung des Emissionsbildes auch 
die ,,Mikro“-Struktur der Oberflache, die sich z. B. vermutlich in den 
Ringen um die (111)-Flachen beim Ni 4uBert, eine Rolle spielen. Wie 
erwabnt, gibt es Griinde dafiir, daB die Spitzenkalotte in bestimmten 
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Bereichen abgeplattet ist und auch dadurch ein vermindertes Emis-ions- | 
vermégen aufweisen kann [9]. 


Herrn Dr. E. NEuwirTH sei auch an dieser Stelle fiir wertvolle Dis- | 
kussionen gedankt. 
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Anwendung der Sehlierenmethode in der Strémungslehre. 
Von 
Franziska Seidl. 
I. Physikalisches Institut der Universitat Wien. 
Mit 4 Abbildungen. 
(Eingelangt am 10. Februar 1953.) 


Zahlreiche Untersuchungen der Struktur hochfrequenter Schall- 
felder in Flissigkeiten veranlaBten mich, die Schlierenmethode auch 
auf dem Gebiete der Strémungslehre anzuwenden. 


Abb. 1. Abb, 2. Strémungsgeschwindigkeit bei verschiedenen 
Stromlinienapparat nach R. POHL. Querschnitten, gekennzeichnet durch die Dichte der 
: Stromlinien. 


Fast jede Vorlesungssammlung verfiigt itber den Stromlinienapparat 
nach R. Pout (Abb. 1). Er besteht aus einer Kiivette, deren Glas- 
platten einen Abstand von bloB 1 mm haben und die sich nach obenhin 
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in Metallplatten fortsetzen. Daher haben_auch diese den Abstand von 
1mm. Sie bilden die Wande von zwei Fliissigkeitskammern und sind 
mit einer Lochreihe versehen, deren Locher gegeneinander um den halben 


f 
i 
i 
} 
\ 
| 
' 
\ 
3 


Abb. 4. Stromlinien um eine Scheibe. 


Lochabstand versetzt sind. 
Die eine Fliissigkeitskam- 
mer wurde bei den hier 
mitgeteilten Versuchen mit 
Wasser gefillt, die andere 
mit einer Kochsalzlosung 
giinstiger Konzentration, 
um moglichst gut ausge- 
bildete Stromlinien zu er- 
halten. Es ist, wie schon 
von PoHL angegeben, dar- 
auf zu achten, daB in der 
Wasserkammer ein mehrere 
Millimeter hdherer Druck 
besteht im Vergleich zur 
Kammer, welche die Salz- 
losung enthalt. Ist der 
Druck in beiden Kammern 
gleich geworden, dann 
treten die Stromfaden auf, 
die mit der Schlieren- 
methode sehr gut sichtbar 
gemacht werden k6énnen. 
Die optische Anordnung 
fiir das Schherenverfahren 
wurde in der auf dem 
Gebiete des Ultraschalls 
tblichen Weise getroffen?. 
Der Poutsche Apparat be- 
fand sich im_ parallelen 
Lichtstrahlengang. Das 
Dunkelfeld wurde mittels 
Schneiden, die in Form 
von Rasierklingen als Blen- 
den dienten, hergestellt. 
Sie waren parallel zur 
Richtung der Strémungs- 
linien angeordnet. 

Der vorhin erwahnte 
Abstand der Fliissigkeits- 
kammern ermdéglicht es, 
verschieden geformte K6r- 


1 L. BerGMaNN: Der Ultraschall, Ziirich: S. Hirzel, 1949. 
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per aus entsprechend diinnen Cellonplatten oder -Scheiben in die 
Kiivette einzubringen. Die Strémungsgeschwindigkeit wird mittels 
Quetschhahn und Diise eingestellt. 

Abb. 2 zeigt den Zusammenhang zwischen Querschnitt und Ge- 
schwindigkeit der Strémung. 

Abb. 3 stellt die Stromlinien um eine Tragfliche dar und 

Abb. 4 die Stromlinien um eine Scheibe von kreisférmigem Quer- 
schnitt. 


Die hier mitgeteilte Anwendung der Schlierenmethode lefert eine 
AauBerst effektvolle Demonstration der Stromlinien. 


Mee 


Zur Theorie der Eigenschwingungen isotroper elastischer 
Medien. 


Von 
E. Ledinegg und P. Urban. 


Institut fiir theoretische Physik der Universitat Graz. 
Mit 2 Abbildungen. 


(Eingelangt am 17. Februay 1953.) 


Zusammenfassung. 


Die Berechnung der freien Schwingungen raéumlich ausgedehnter isotroper 
elastischer und homogener Medien gelingt unter strenger Beriicksichtigung der 
Randbedingungen bekanntlich nur fiir besonders einfache geometrische Kon- 
figurationen und auch in diesen Fallen meistens nur fiir bestimmte Schwingungs- 
typen. Die analytischen Schwierigkeiten werden fiir nicht hornogene Medien, 
die durch eine raumliche Abhangigkeit ihrer elastischen Konstanten gekenn- 
zeichnet sind, entsprechend gréGBer. Insbesondere wird die Berechnung der Eigen- 
frequenzen, bzw. die analytische Darstellung der Eigenwertgleichung im allge- 
meinen nicht méglich sein. 

Mit einer geeignet durchgefiihrten Stérungsrechnung erster Ordnung lassen 
sich jedoch, wie wir im folgenden zeigen, die Eigenfrequenzen eines beliebig ge- 
stalteten nicht homogenen Systems durch die FeldgréBen eines benachbarten 
Systems explizite ausdriicken, so daB also mit der Kenntnis des ,,Ausgangszu- 
standes‘* {in welchem sich die Mediumskonstanten uu, 4 (LAmésche Konstanten) 
und @ um du, dA und dg vom betrachteten System unterscheiden] der ,,End- 
zustand“ gegeben erscheint. 

Man kann auf diese Weise die Anderung der Eigenfrequenz eines elastischen 
Koérpers berechnen, mit welchem kleine aber sonst beliebige ortsabhangige- 
Variationen der elastischen Konstanten durchgefiihrt wurden. Zum Beispiel laGt 
sich die durch Einbringung eines Stabes oder einer Platte hervorgerufene Frequenz- 
anderung in einem fliissigkeitserfiillten Hohlraumresonator berechnen. Die beiden 
angefiihrten Falle werden als Beispiel der angefiihrten Theorie im folgenden be- 
handelt und ihre meBtechnische Verwertung zur Bestimmung der Laméschen 
Ikonstanten diskutiert. 

AuBer der Frequenzanderung durch Variation der Mediumskonstanten wird. 
in der vorliegenden Arbeit auch die Frequenzinderung durch Deformation der 
Hiullflache berechnet. 


Verwendete Bezeichnungen: 
O = 2 Taf = lreisfrequenz. 
A, fe = Lamésche Konstante. 


5 = Vektor der elastischen Verschiebung. 
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ES) = Deformationstensor. 

1m = Spannungstensor. 

(a, b) = skalares Produkt zweier Vektoren. 
A.B = skalares Produkt zweier Tensoren. 
div a = skalare Divergenz. 

div 4 = Vektordivergenz. 


0a; = 
= (.,V) a = kovariante Ableitung eines Vektors in bezug auf ein kartesisches 


IXoordinatensystem. 


§ 1. Kinleitung. 

Die Schwingungsvorgange in reibungsireien isotropen Medien, welche 
wit durch die beiden LamEschen Elastizitatskonstanten w und 4 charak- 
terisieren wollen, werden durch die Gleichung 

02s 
oa 
beschrieben. Durch die Vorgabe homogener Randbedingungen und der 
Synchronitatsbedingung des Feldvektors 
Sa re Nee = Sa Ne Mg hel 


= bin P=wAs+ (A+) grad divs (1) 


erhalt man dann die zugehorigen Eigenfunktionen von Gl. (1) und das 
Eigenwertspektrum. Letzteres ist im allgemeinen aus einer trans- 
zendenten Gleichung, der Eigenwertgleichung 

eC UO py ao Pay 0 (2) 
zu bestimmen. Die in Gl. (2) auftretenden Parameter #; (1 = 1... n) 
charakterisieren dabei die geometrische Gestalt des elastischen Mediums. 

Die Eigenwertgleichung kann bekanntlich auch umgekehrt zur Be- 
stimmung der elastischen Konstanten beniitzt werden, wenn experi- 
mentell « ermittelt wird. Ein derartiges Resonanzverfahren wird z. B. 
bei der Bestimmung der elastischen Konstanten mittels Eigenschwin- 
gungen diinner Stabe, welche in Langsschwingungen, bzw. Torsions- 
schwingungen angeregt werden, praktisch verwendet. Auch die fur 
Fliissigkeiten entwickelte akustische Interferometermethode _ stellt 
ein Resonanzverfahren dar. 

Die Integration von Gl. (1), die zur Gewinnung der Eigenwert- 
gleichung notwendig ist, st6Bt jedoch im allgemeinen auf ganz erheb- 
liche analytische Schwierigkeiten und ist daher nur in den einfachsten 
Fallen wirklich durchfiihrbar. Noch schwieriger ist der mathematische 
Formalismus bei Zugrundelegung eines mehrfach geschichteten Mediums 
zu handhaben, wo zu den homogenen Randbedingungen noch Stetig- 
keitsbedingungen hinzutreten, welche die energetische Wechselwirkung 
der einzelnen isotropen Medien charakterisieren. 

Es ist daher von Interesse wenigstens in erster Naherung die Eigen- 
wertgleichung (2) fiir beliebig geschichtete Medien explizite zu berechnen. 
Wie im folgenden gezeigt wird, gelingt dies unter Anwendung der 
Stérungsrechnung auf Gl. (1). Auf die sich daraus ergebenden Konse- 
quenzen beziiglich der experimentellen Bestimmung der elastischen 
Konstanten kommen wir spater zurtick. 
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§ 2. Die Frequenzinderung eines akustischen Systemes bei infinitesi- 
maler Anderung der Mediumskonstanten. 


Gegeben sei ein elastisches Medium, welches durch die geschlossene 
Flache /° begrenzt werde. Die Torsionsmoduln mu und 4 werden als be- 
kannte Funktionen des Ortes 


= UNM outs) ATA is hae 5) 


innerhalb / angenommen, ebenso sei die Dichte @ eine Funktion des | 


Ortes. Die Differentialgleichung (1) lautet dann: 
=O 05. — vw P (3 a) 
mit 


iL @ ¢ 
P=2uS+ddivsE, z= (9 1 0) (3 b) 
001 


wobei S den Deformationstensor bedeutet. Auf Grund der Ortsab- | 
hangigkeit von w und 4 findet man dann durch Anwendung bekannter | 


Vektoridentitaten fiir div P: 
din P=uAs + (A+) graddivs + (gradu, V) s— [grady, rot 5] + 


divs grad A. (3 c) | 

Als Randbedingung soll zunachst entweder 
o— 0 (4a) | 
oder 
Pi) (4 b) | 


angenommen werden. Wir betrachten einen nicht entarteten Eigen- 


wert @» von Gl. (3) und Gl. (4a), bzw. (4b) und nehmen die zuge- | 


hérige Eigenfunktion s = $9 (%,, %9, %3) als bekannt an. Dieser mit 
® = @ und s = s9 sowie Ay und my charakterisierte Zustand Z, soll nun 
zu einem benachbarten Thien Z,, welcher durch 


O=O +00 A=A+ 0A w=uMot+ du @= o+60 (5a) | 


OA Ou ») 0 
ae Ne eh i ee (5 b) 
Ao Mo 20 Wo 


bestimmt ist, in Beziehung gebracht werden. Vor allem interessiert die | 
Anderung der Eigenfrequenz d, welche als Funktion der ungestorten | 


Feldgr6Ben (das heiBt durch die GréBen des Ausgangszustandes) dar- 
zustellen ist. Damit hat man innerhalb des durch Gl. (5 b) bestimmten 
Zustandigkeitsbereiches einen Ersatz fiir die Eigenwertgleichung (2) 
gefunden. 

Bezeichnet man die FeldgréBen von Z, mit s und P, wobei analog 


Gl. (5 a) 


$= s+ ds P=P,+06P (6) 


gelten muB, und fiihrt obige Gleichungen in (3 a) ein, so wird zunachst: | 


— 2 00 Wo Q9 89 = div OP + wo? Og bs + a? 00 Sp. (7 a} 
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Nach skalarer Multiplikation mit div Py und nachfolgender Integration 
liber das von /* eingeschlossene Volumen V erhalt man: 


2 
2 (s,. Dt 4) dr = [ ose OP, $9) — (ds, div Py) } dt — 
ee a 
°° On 
— — (Sp, bid Pp) at. (7 b) 
120 


In Gl. (7 b) wurde noch von der Gl. (3a), bezogen auf den Ausgangs- 
zustand, Gebrauch gemacht. Die weitere Rechnung bezweckt nunmehr 
die unbekannten Variationen der FeldgréBen, welche in den Volums- 
integralen rechter Hand von Gl. (7b) auftreten durch die verwendete 
Randbedingung (4a) oder (4b) zu eliminieren. 

Wir fiihren ein orthogonales kartesisches Koordinatensystem ein und 
beziehen die Vektoren so = (u#,, Ug, Ug) Sowie Os = (UV), Ug, V3), ferner die 
Tensoren Pp, So, sowie OP, dS auf dieses, und beachten zunachst die 
folgenden Identitaten: 


au; 
div 5P s» = (59, div 5P) + 6P- i (8 a) 
OX 
2 - 00; 
div Py és = (ds, div Py) + Po- : (8 b) 
OXR 


In Gl. (8 a), bzw. (8 b) bedeuten die Tensoren (@u;/0xx), bzw. (dv;/0%z) 
die kovarianten Ableitungen der Vektoren 59, bzw. ds9. Ferner sind 
unter den Bilinearformen 6P- (0u;/0xx), bzw. Po: (0v;/@xg) innere 
Tensorprodukte zu verstehen. 

Fiihrt man Gl. (8a) und (8b) im rechtsstehenden Volumsintegral 
von Gl. (7 b) ein, so kommt nach Anwendung des Gaussschen Satzes: 


260 [ ; ; dv; Ou; 
x i (sq, DIDLLG) ar = fp. (2) == OE (2*}} dt— 
7 


V 
sam i oa (5, Div Py) dt + f {(OP s9, 1) — (Po ds, n)} df. (9) 
20 ji 
J F 


Die unbekannten Variationen von s, und P, treten in Gl. (9) nur mehr 
formal im ersten Volumsintegral Jy auf der rechten Seite in Erscheinung, 
wihrend das Oberflachenintegral /r 


p= f {(6P n, 9) — (Pon, 6s)} af 
F 


durch die Randbedingung (4 a) oder (4b) annulliert wird; denn wegen 
S6=0 und s=0, bzw. Ppon=O0 und Pn=0 am Rande, 


folgt auch 
Os =U), bzw. Ceii— 0) lanes i. 
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Der Integrand von /y bedarf noch weiterer Umformungen; zundachst gilt: | 


Ou; 1 [du,; OUR 1] feu; dup 
pare as a We | ae S a SG’ 10 a) | 
ie D ee | oe oD (= 4 a ou | 


und analog 


OXp 


Mit S’ und 6S’ werden also die antisymmetrischen Summanden der 
Zerlegung Gl. (10) bezeichnet. Dann ist 


@ = 6S + 6S’. (10 b) | 


P,: (2 sp. (%) — p,-85 + Py- 85’ —0P-Sy—OP-Sy' = | 
k k 


nf) ml 


— {2 bu Sy + OA div 5 E}- (11) | 


Oxn XR 
Wir zeigen nur, daB die mit #9 und A) behafteten Summanden von Gl. (11) | 
identisch verschwinden. Zunachst erhalt man wegen der Kommutivitat | 
des inneren Tensorproduktes: 


so 2) 


OS - 
1 yy dug Ov; Ou; avx | 
2 = ono n, OXR OX; | 


12 | 


Die obige Doppelsumme ist aber gleich Null, da sich jeweils zwei | 
Summanden mit den Indexpaaren 7, k und k, 7 aufheben. Analog bildet | 


man: 
‘ Ov; Ou; 1 OVp OUp OV; | | 
d E- —div dsE- = —(. 
Be (2 oe iB |-2 (amt shee a | 
Es gilt also: | 
Ov; Ou; | 
re: (2) —0 a? (S :) = Rae ae | 
| 
mit OrPy = 2 du Sy + OA div SE. (11 b) | 


Da du und 6A vorgegeben sind nae ansonsten in Gl. (11 b) nur Feld- | | 
groBen auftreten, die sich auf den Anfangszustand beziehen, ist OrP» 
bekannt und damit auch der Integrand Gl. (11a) von Jy. 

Wir erhalten also fiir die Frequenzanderung: 


are . s | } 2 

Be pret ie | (89, div Py) dt = | OrPo* (So + So) dt + | = (Sg div Py) dt 
x A J 20 
V Vv 


is (12 a) | 
Das erste Volumsintegral rechter Hand lat sich weiter vereinfachen ; 
es gilt namlich: 


Sy Morb e 200.55 Gy oe Onde Bs See 0 
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wegen 
ve of 2 2 
Se ey Ou; | Oup\ | OU; set = 1 So Ou; ay OUR os 
4 es OM, CG NOx, OX; i OXp ax; 
und E-S,'=0. 


Das letztere Produkt verschwindet, da EF nur Diagonalelemente, S,’ als 
antisymmetrischer Tensor keine Diagonalelemente enthalt. 
Damit erhalt man an Stelle von Gl. (12 a): 


~ 5 
| [oP eal Dp Pa dz 
0@ Vv Po 

= : ; (12 b) 

2 | (So, div Po) dt 
Vv 

Das im Nenner auftretende Integral obiger Trequenzgleichung kann 
noch mittels des GAussschen Satzes umgeformt werden. Es ist: 


eee 
[ (so bi» dr = — | P,-( = | ae f (Pn) 5» df 
2 ce OXR 

V V F 


Da Py: So’ verschwindet, erhalten wir unter Beachtung der Rand- 
bedingung (4a) oder (4b): 


[ too 0 Pyae=—| Peo dt 


Vv Vv 
Gl. (12 b) lautet dann: 


{| eee P| dt 
r) | 0o 
(60) V 


Wo 
2 ego at 


Vv 
Interpretiert man den Zahler von Gl. (12 c) als Arbeit 6A, welche auf- 
zuwenden ist, um die Frequenz des Systems um 6w zu erhéhen und 
beachtet, daB der Nenner den elastischen Energieinhalt Wy des Aus- 
gangszustandes! darstellt, so hat man auch: 

do OA , 


Wo Wo 


Wo 


(12 c) 


1 Dazu hat man noch Zahbler und Nenner mit dem Faktor 1/2 zu multiplizieren. 

2 Eine analoge Beziehung gilt auch im Falle elektromagnetischer Hohlraum- 
resonatoren. Nach J. Mtrrer: Hochfrequenztechn. u. Elektroakust. 54, 157 (1939) 
[s. auch E, LEDINEGG: Osterr. Ing.-Archiv 3, 128 (1949)] gilt hier: 


: [{de (Co, Eo") +44 (Go Ho*)} a 
(a3) V 


a i {{e (Ep, €o*) + Mo (Dor Ho*)} dt 
V 
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§ 3. Die Frequenzinderung eines akustischen Hohlraumresonators bei’ 
infinitesimaler Deformation der Begrenzungsflache. 


Mit der hier entwickelten Methode 1aBt sich auch ganz allgemein die 


Frequenzanderung bestimmen, welche ein akustischer Hohlraum bei | 
kleinen Deformationen seiner Begrenzungsflache erleidet. Praktisch 
kann diese Deformation (wir setzen die Randbedingung s = 0 voraus) | 


etwa durch Einbringung eines schallharten zylindrischen Ko6rpers. 
realisiert werden. Unter den gleichen Voraussetzungen wie im vorher- 


gehenden Abschnitt findet man zunachst Gl. (9). Die Volumsintegrale | 


werden wie friiher behandelt und fiihren zu Gl. (12 c). Die Integration 


wird dabei itber das variierte Volumen V erstreckt, welches sich vom. 
Ausgangsvolumen um 6V unterscheidet. In den in Gl. (12 c) auftretenden 


Integralen darf man jedoch V durch V ersetzen, da die dadurch ent- | 
stehenden Differenzterme klein von zweiter Ordnung sind. Das in | 


Gl. (9) auftretende Oberflachenintegral 


Jr= f {(OP n, 39) — (Pon, 6s)} df (13 a} | 


ist jetzt von Null verschieden, weil langs F weder S$) noch ds verschwinden. 
Das Analoge gilt fiir Pyn, bzw. Pn. Wir fiihren in Gl. (13 a) 


05 = 5 — 5p (13 b) | 
ein, und erhalten bei Festlegung auf die Randbedingung s = 0 lings F | 


(89 = 0 langs Fr) den Ausdruck: 
Tr = f tor i, 59) ++ (Pom, 59)} df = f (Pn, 5) dj 


F F 
Beachtet man, daB sy langs Fr verschwindet, so gilt weiter: 


Jr= hirn So) av (Pr Sy) aj = f (Pn, 3) df (13 c) 


F F AF 


Mit A F bezeichnen wir im obigen Integral die geschlossene Begrenzungs- 
flache des durch die Deformation verdrangten Volumens 6V. Wahrend 
OV/V <1 ist, braucht die analoge Beziehung fiir A F natiirlich nicht 
zuzutreffen. 

Gl. (13 b) gestattet wegen der Vertauschbarkeit von n mit S) die 
Anwendung des Gaussschen Satzes; dann wird mit Unterdriickung 
von Gliedern, welche klein von héherer Ordnung ausfallen: 

Jr= | div P s) dt = | div Py $9 at = | (Div Po, $9) dt + 
ov Vv 


dv 
=i | Po* (Sq + So’) dt 
ov 
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Da, wie friiher Py: S»’ = 0 ist, bekommt man 


Te = [ to div Py) + Po So} dt 
Vv 
und damit die gesuchte Frequenzanderung: 


[ fo div Py) + Py Sop dt 
bw ay 


Mo 


; (14) 
2 | Leo Sedr 
Vv 
Nimmt man an Stelle der Randbedingung s = 0, Pn = 0, so erhalt 
man ebenfalls Gl. (14). Man braucht dazu statt Gl. (13 b) nur 
OP = P— Py, 
in Gl. (13 a) einzufiihren und analog vorzugehen. Die Frequenzanderung 
eines akustischen Mediums, in welchem sowohl die Mediumskonstanten 


als auch die Berandung variiert werden, ist dann mit Gl. (12 c) und (14) 
durch 


6 
fitze “S$ — = (Sp, dio Py de— [ te div P,) + Po: So} dt 
OW V Po 6V 


‘Wy 
De fel gy gat 


4 (15) 


gegeben. 


§ 4. Die Randbedingung (5,n)=9 mit rot 5 = 0. 


Im folgenden soll der Giiltigkeitsbereich der Eigenwertgleichung 
(12 c) untersucht werden, wenn an Stelle der Randbedingungen (4 a) 
oder (4 b) schwachere Forderungen gestellt werden. Als solche kommen 
vor allem die Randbedingungen 


(s,n) = 0 (16 a) 
‘bzw. 

(Pin, =O (16 b) 
in Frage, welche im Falle reiner Dilatationsschwingungen (nur solche 
konnen z. B. in schubspannungsfreien Medien auftreten) die Eigen- 
funktionen eindeutig charakterisieren. Es wird also festzustellen sein, 
ob das Oberflachenintegral Gl. (9 a) infolge der Randbedingung (16a), 
bzw. (16 b) unter der Voraussetzung ; 

ToL si—=0 (17) 
identisch verschwindet. 
Wir beschranken uns auf die Untersuchung allgemeiner Zylinder- 
flachen, welche durch zwei ebene Deckflachen abgeschlossen werden, 
27 a* 
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und behandeln zunachst die Randbedingung (16a). Dann unter- 
scheiden wir zwischen den beiden Fallen: 


(s, n) = 0 und Ou = 0 
(s,n) = 0 und bu 40 


(16 a, a} 


a 
pe (16 a, £) 


Im folgenden wird gezeigt, daB bei Zutreffen von Gl. (16a, a) das 


Oberflachenintegral identisch verschwindet, wahrend bei Bestehen von 
Gl. (16 a, 8) noch ein Glied der Form 


f Ou (Son, 59) af (18) 
F 
hinzukommt, in welchem nur FeldgrdBen des Ausgangszustandes und 
ou eingehen. 


Wir legen der Rechnung ein allgemeines Zylinderkoordinaten- | 


system mit dem Bogenelement 


GS? 6? (i Ma) B47 4 Cn? | Kan) Ain (19) 


zugrunde, so daB die Mantelflache des Zylinders durch die Gleichung 
X= 4) = const: (20 a) 
und die beiden Deckflachen durch 


oe 1° (20 b) | 


l 
bestimmt sind. 
In diesem System ist der Ausdruck 


(OP n, $9) — (Pon, ds) = 
= 2g (OS 0, 89) + Aq div ds (n, $9) + 2 due (Son, 59) + OA div 59 (11, 59) — 
— 2 kg (So 1, 65) — Ag div ds (n, ds) (21) 


zu berechnen. Nun ist S durch 


mit 


Pate ey 0p 
feces j (22 b} | 


1, s a 1 0e; 
Ss 7 ej OX 


gegeben. Die S;,x stellen die physikalischen Komponenten des Tensors S’ 


dar. Fiihrt man Gl. (22 b) in (22a) ein, so wird 


1 Ou; OUp 0p 0e; Uy 0 
Sh = ej L- €p = Up ~ Uo AAs A ca io 
; I CR k i T Ot k &j CR 
2 i Cx OX Ox; OX; OXk moan by OX, 
| 
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In Gl. (21) bestimmen wir zunachst den Term: 
(OS n, 59) — (So 1, Os) 


fit 4, —= %,° = const, “Auf Grund von Gl. (22 ¢) erhalt man fur 
die Matrix Sj: 


1 aS 
Nun hat man S, mit “= () und dann skalar mit I < 
0 ae 
0 qd a 
et ae e)8 SIR 
ds = (° zu multiplizieren. Dies liefert: Sle © S 
Vs S S 
(Sp 1, 08) = Syq Vo + Sy Vg (24 a) at 2 ol 
Ebenso ist: Slo Sls 
(8S n, $) = O51, 2%» + 651,38 Ce ee ue 
Die Koeffizienten S;%, bzw. 6S;,, von Gl. (24) lassen = x es 
sich mittels der Randbedingung S Se 
iS) 
(Sq, 1) = Uy (*1', X%, Xz) =, ——— 
bzw. (25 a) ci] o> gt) 69 
SES 8 
(dsprtp =e (GO ay eq) =O Te S ae 
go Ss) 
und Gl. (17) wesentlich vereinfachen. Beachtet “72s 7 
man namlich, daB (25a) identisch in %,, x, erfillt es & = 2 
sein muB, so gilt auch: N x) 
ou ou ov 0 ss : 
eo. few St 0 5b) a 
0%, OX. 0%, § 0% Sie 
woraus mittels Gl. (17) unmittelbar die Beziehungen = 
ou 1 de ou 1 de 
2 Ss 2 uy = 3-4, (26a) |e 
Ox, Cy OX, Ox, €3 OX, Blo 
und = 
) Tees ) 1 de Re mts me 
Ug = ‘e v2 ces Se iss Us (26 b) sis a oo 
Ox, by OX, Ox, €, OX, role ae 
folgen. Mit Gl. (26) ist man in der Lage, die Ab- _ 
leitungen der Verschiebungskomponenten durch die wits 
letzteren zu ersetzen und wir finden nach kurzer @[& 
Rechnung: wr 
see 
1-02 1 de J 
(Spi, os)'= | 2 tg Vy + S te Us See 
€1 ly OX, €y €3 OX, “ 
= € &s Ox, alg a 


da wegen Gl. (19) de,/@x, = 0 ausfallt. Der gleiche Ausdruck ergibt 
sich fiir (6S n, 59), so da® die Differenz Null ergibt. 
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Ebenso verschwinden langs der Mantelflache alle tibrigen Summanden 
in Gl. (21) bis auf den Term 


2 
2 Out (So 1, $9) = — 2 du —— —= (27) 


Denn es ist beispielsweise: 


1 0 
div ds (n, 59) = div ds (°) (:. == 
0/ \ug 


Auf den Stirnflachen x, = . hat manstatt Gl. (25 a) und (25 b) 


Us (X4, Xo, X%3) = 0, bzw. Vg (4545; He =0 (28 a) 
und 
0 
ated Fonda PS oe sete ek ae AS (28 b) 
0%, OX» 0%, OX» 


zu verlangen, woraus man in Verbindung mit Gl. (17) wie friiher findet: 


au,  —s I Ae, OU 1 de, 


O%s oe . as 0x3 a Oo 
und 
Bivens Die el SE (29 b) 
0X5 €, OX 0X5 Cy OX 
Dicer omen 
Nun ist mit n = [0] und sy =|u,], bzw. 6s =|v,]} zuniachst: 
1 0 0 
(Son, 6s) = S137, + Se 32, (30 a) 
(OS n, a 0S1,3 Uy, +- 0S2,3 Us (30 b) 


Die Si, x, baw. dS;,~ von Gl. (30 a), bzw. (30 b) berechnen wir aus Gl. (23 d) 
mit Hilfe von Gl. (28) und (29); man bekommt: 


S13 = —— — "4, Se,3 = — —= 4% 
Cy Cg OX 
Die analogen Beziehungen gelten fiir S23 und Si,3. Da é, und e 
[s. Gl. (19)] nicht von x; abhdngen, verschwinden die Koeffizienten 
S1,2, S1,3 und 0S1,2, 6Si,3 identisch lings den Stirnflichen und damit 
erhalten wir aus Gl. (30 a) und (30 b) 
(Son, ds) = 0 und (OS 15g) 10 


Wahrend langs der Mantelflache nur die Differenz obiger Ausdriicke 
verschwindet, wird lings x, = 0, J jeder Term fiir sich gleich Null. 
Damit verschwindet aber auch dm (Son, 9) und so wie friiher die 
iibrigen in Gl. (21a) auftretenden Glieder. Wir erhalten das folgende 
Ergebnis: 

Die Frequenzanderung durch Variation der Mediumskonstanten, 
wird bei der Randbedingung (s, n) = 0 auch durch Gl. (12 c) bestimmt, 
falls neben rots = 0 noch du = 0 langs der Mantelfliche des Zylinders 


a a 
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angenommen wird. An den Stirnflachen kann d6u beliebig vorgegeben 
werden. Ist langs Py du 0, so hat man Gl. (12 b) zu verwenden und 
das mit Gl. (18) bestimmte Zusatzglied hinzuzufiigen. 

Fir die Randbedingung (16 b) lassen sich ahnliche Uberlegungen 
anstellen. Man findet hier, da8 Gl. (12 c) nur im Falle wr = 0, dur = 0 
ohne Zusatzglied anwendbar ist, wahrend fiir wr = 0, dur ~0 ein zu 
Gl. (27) gleichlautender Term in Gl. (12 b) hinzukommt. Im Falle 
lr + 0 gelingt es jedoch nicht, die unbekannten Variationen im Flachen- 
integral zu eliminieren®. 


§ 5. Der achsial geschichtete und der vertikal geschichtete Kreiszylinder. 


Als Beispiel zu den vorstehenden Ausfiihrungen mége die Frequenz- 
danderung eines homogenen Zylinders (Durchmesser 2 RF, Héhe /) mit 
den Mediumskonstanten wi», 29 berechnet werden, in welchen ein zweiter 
Zylinder (Durchmesser 27) <2 R, 
H6he 7) mit den Mediumskonstanten 
u, A konzentrisch eingebracht wird 
(s. Abb. 1). Dann hat man gema8 
Gl. (12 c) die Integrale 


| P.Soar (31 a) 
V 


und 


| 6rPy*So+ Oe (Sg, div Po) | dt 


2% 
a 
(31 b) 
sigs berechnen. Ein Zusatzterm tritt Abb. 1. Kreiszylindrischer akustischer Hohl- 
hier nicht Avi. da langs des Zylinder- raumresonator mit einem achsial ge- 


schichteten elastischen Medium. 


mantels dur =0 gilt. 
Wir fiihren Zylinderkoordinaten 


STI, =O} Nea 
mit 
ds? = dr? + 72 dp? + dz? 
und 
é, =1, &g = 7, és = | 
ein, und erhalten aus Gl]. (1), wenn 
S = grad U (32) 


gesetzt wird, die skalare Differentialgleichung 


20 


+ Ag 


Ane p10) [x see Gp 
ay atts 


8 Der Index R bezieht sich auf den Rand. 
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mit der partikularen Losung: 


——5 ,- 
v= tal |/ e—(*2) 7) cosmg cos 2s 


Fiir die Grundschwingung (m = 0, » = 0) wird einfach 


U = Jp (hn) (33) 


Aus Gl. (32) und (33) sind dann die Komponenten von s) mit 


au, = —B J, (67), Un == ba 0 (34 a) 
und 


V1 Yor 
—p= = 
B R R 


gegeben, wobei von der Randbedingung #, = dU/dér = 0 Gebrauch ge- | 


macht wurde. Den Spannungstensor Py) 
P= 2g 56 1 Mo UW SpE, = 2g 0 ae 
gewinnt man aus Gl. (23) mit Hilfe von Gl. (32) und (34) zu: 


— (2 ty B2 Jy! (Br) + Ay k? Jy (87), 0) 0 
LE Oe 210% J (8) + Zoh* JB) 0 
0 0 — Ay hk? Jy (87) 
(35a) 
wahrend sich S, in der Form 
= Ae 0 0 
3 ee Fe (35b) 
0 0 0 


darstellt. Aus Gl. (35a) und (35 b) folgt dann das innere Produkt 
JERS ye 


2 
Po" So = 2Mo {at (Br) + (4 J? (B n| + ho {EJ (Br) Jy’ (Br) + 
amen | 
+ Job x8) 
Die Integration gemaB Gl. (31 a) liefert zunachst: 
! Pi Seat = oni} 2H Sith Sa (36 a) 


mit 


D> =6 | Jena rs ye ae (36 b) 
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und 
BR 


S.=# | WOO + Eh lee (56 c) 
0 
Beide Integrale lassen sich geschlossen auswerten, wenn von den 
elementaren Funktionalgleichungen und Differentialformeln der BESSEL- 
Funktionen Gebrauch gemacht wird. Man bekommt 
BR 


£2 
Pa =e |£ e+ I2O}— IP | = 5 HR Joh (BR) 


0 


und (36 d) 


= SBR 2(BR) (568) 


Ganz analog ist Gl. (31 b) zu berechnen. Unter Benutzung von Gl. (36 c) 
und (36 d) wird unmittelbar: 


| Or Po’ Sp dt = 221 {2 duo, + dAc,} (37 a) 


v 
mit 


2y 2 2y 2 
a = BP 7 (8%) +2679 |" —1|} (37 b) 


Bire2 : : 
ey (8%) = x? (8 r9)} (37 c) 

SchlieBlich ist nech 

i ee (sy div Po) dt 

20 

V 
auszuwerten. Wegen 

div Py = — 09 0” So 


geht obiges Integral in 


Fe B to 


—2aloy? | d9strdr = —2nl 042 0g | Jy? () € dé 
0 0 


iiber. Beachtet man noch die Beziehung 
w 2 _ 40 Bs 2 Ho gs 


0 


Qo 
so kommt: 
{2 (Sp, div Po) dv meee (Ag + 2 Mg) 64 Shite 7) J 0 (Bro) Je (B1%)} 
y 20 20 3s) 


Acta Physica Austriaca, Bd. VII/4. 28 


434 E. LepiInece und P. URBAN: 


Damit sind alle in Gl. (12 c) auftretenden Integrale berechnet und wir 


erhalten mit Gl]. (36a, e, d) und (37a, b, c) sowie (38) fiir die Fre- 
quenzanderung den Ausdruck: 
de = 2 Ou A, (%) + 04 Ag (%) — 00! 09 Aq Az (70) 
Wo 2p? KE he Jo” (B R) 


A, (%) = B76? 0° (8%) + f Fn J? (B r)| 
0 

Ag (79) = B27? [Jo? (2%) + Jy? (%)] 

De to) == B16" J (87) — Jo(B 1%) J2 (2%) | 


(39 a) 
mit 


(39 b) 


Wir haben in Gl. (39) nachtraglich wy = 0 gesetzt und damit zum Aus- | 
druck gebracht, daf der zylindrische Stab in ein schubspannungsfreies 


Medium (ideale Flissigkeit) eingebracht wurde. Hat man es mit einem 
diinnen Stab zu tun, wird also 7)/R< 1 angenommen, so verein- 
fachen sich die Gln. (39 b) 
wesentlich. In diesem Falle kann 
man die BerssEeLt-Funktionen 
nach ihren Argumenten  ent- 
wickeln und nach dem quadrati- 
schen Gliede abbrechen. Dann ist 


1 
A, (%) = ae 1" 
Ay (1%) = B? 7? 


As (%) =0 
und Gl. (39) geht in 
EAs B 5 1 akg 1 2 
Abb. 2. Kreiszylindrischer akustischer Hohlraum- a) HM A— Ay Yo 
resonator mit einer zum Zylinderboden parallelen es 5 
Schichtung des elastischen Mediums. Oo 2 Ay bP (6 R) 


(40) 
liber. Gl. (40) ist fiir etwaige meBtechnische Anwendungen besonders 
geeignet. Freilich ist zu beachten, daB im Sinne von Gl. (5b) der 
Kompetenzbereich von Gl. (40) nur unter der Voraussetzung sehr 
kleiner Schubmoduln «z/Ay) < 1 des Probestabes nicht iiberschritten wird. 
Ferner darf auch A von A) nur wenig verschieden sein. Nun ist der 
lineare Elastizitatsmodul E mit o durch die Gleichung 


is! E 
eee) 


verknitipft, wobei o den Porssonschen Querkontraktionsmodul bedeutet, 
welcher in den Grenzen 0 <o < 1/2 liegt. Daraus geht hervor, daB lb 
und E ungefahr die gleiche Grasehordnan besitzen. In den Anwen- 
dungsbereich von Gl. (40) fallen also nur Substanaen mit relativ kleinem 
Elastizitatsmodul. Diese Bedingung trifft z. B. fiir eine Reihe von 
Kunstharzen, aber auch fiir zihe Fliissigkeiten zu. 

Ebenso einfach wie der konzentrische Stab ist mittels Gl. (12 c) 
auch die planparallele Platte (Durchmesser 2 R, Hoéhe h), mit den 
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Mediumskonstanten , A, die sich in einem flissigkeitserfiillten kreis- 
zylindrischen Hohlraum befindet, zu behandeln. Als Randbedingung 
wollen wir wiederum (s,n) = 0 annehmen. Obgleich jetzt wr + 0 ist, 
tritt in Gl. (12) kein Zusatzglied gemaB Gl. (18) auf. Denn es ist wegen 
Gl. (27) und #,= 0, wenn als Ausgangszustand die durch Gl. (33) 
charakterisierte Grundschwingung angenommen wird: 


f OUR (So 1, $9) df = — dur f . Uo df = 0) 
FE 


F 
Wie frither erhalt man fiir 


| Po° 59 dt = Fl 6* R* 7,7 (6 R) Ay (41 a) 
« 
Bezeichnet man die Plattenhéhe mit h, so ist: 


| dp Py* So dt =2h B* R? J? (B R) (2 du + 5A) (41 b) 


« 


i 
SchheBlich wird: 


é ,) 
| —~ (50, div Py) dt = —z B4h R? J? (BR) Ay rae (41 c). 
J @o : 0 

V 
Setzt man die Ausdriicke (41) in Gl. (12c) ein, so folgt unmittelbar 
die durch Einbringung der Platte bedingte Frequenzanderung zu 


dw h 

in, 2 EAs 
Beztiglich der Anwendungsméglichkeiten von Gl. (42) gilt das gleiche 
wie bei Formel (40). Gl. (40) und (42) geben prinzipiell die Moéglich- 
keit, die elastischen Konstanten w, 4 einer Substanz, welche die frither 
genannten Bedingungen erfiillt, zu bestimmen. Dazu ist es nur not- 
wendig, die Verstimmungen dmsia, bzw. O@Piae, welche durch Ein- 
bringung einer stabformigen, bzw. plattenformigen Probe des betreffen- 
den Mediums in einen akustischen Hohlraumresonator hervorgerufen 
werden, experimentell zu ermitteln und aus Gl. (40) und (42) w und A 
za berechnen. Der Resonator ist dabei mit einer Fliissigkeit, deren 
Dichte und Kompressionsmodul bekannt sind, erfiillt und in der Grund- 
schwingung angeregt. Zu praktisch gut realisierbaren Versuchsbe- 
dingungen gelangt man bei Verwendung von Frequenzen in der GréBen- 
ordnung von 20 bis 40 kH. 

AbschlieBend sei noch bemerkt, daB wir mit unseren Ausfiihrungen 
nur einige Anwendungsméglichkeiten der Stérungsrechnung auf 
elastische Probleme streiften. Durch geeignete Erweiterung der Be- 
trachtungen in Abschnitt 3 laBt sich z. B. die Theorie schwach ge- 
koppelter akustischer Systeme ganz allgemein entwickeln, worauf noch 
an anderer Stelle eingegangen wird. Aber auch die innere Reibung 
isotroper elastischer Medien kann mit Vorteil, soferne die akustische 
Verlustleistung klein bleibt, st6rungstheoretisch erfaBt werden. 

28* 


[200+ sa — 224, | (42) 
20 J 


Zur Streuung schneller Elektronen. 
II. Bremsstrahlung.+ 


Von 


H. Mitter und P. Urban. 
Institut fiir theoretische Physik der Universitat Graz. 


' (Eingelangt am 15. April 1953.) 


Zusammenfassung. 


Mit denselben Methoden wie in (I) wird der differentielle Wirkungsquer- 
schnitt (WQ.) fiir die Bremsstrahlung in zweiter Bornscher Naherung berechnet. 
Wegen der Uniibersichtlichkeit der Formel werden einige Sonderfalle betrachtet. 
Fir kleine abgestrahlte Quanten kann der WQ. fiir den Strahlungsverlust des 
Elektrons berechnet werden. 


Kinleitung. 


Wie die meisten Probleme der relativistischen Quantenelektro- 
dynamik wurde auch die Bremsstrahlung und der Strahlungsverlust des 
Elektrons der Streuung am Potential nur in erster BorNscher Naherung 
behandelt?. Die erhaltene Formel stimmte bei schweren Kernen mit den 
experimentellen Resultaten nicht mehr gut tiberein. Daher wurden 
genauere Berechnungen ohne Verwendung der Bornschen Naherung 
angestellt®, 

Im folgenden sollen die oben genannten Prozesse in zweiter Born- 

scher Naherung behandelt werden, da dies im Anschlu8 an (I) leicht 
moglich ist. AuBerdem wird eine entsprechende Formel fiir die Dis- 
kussion der Infrarotkatastrophen bei den Strahlungskorrekturen zur 
elastischen Streuung bendtigt, die in einer folgenden Arbeit in zweiter 
Bornscher Naherung behandelt werden sollen. Au8erdem wird es fiir 
andere ahnliche Probleme niitzlich sein, einen Uberblick iiber die Ver- 
wendbarkeit der BorNschen Naherung zu bekommen. 


1 Wesentliche Resultate dieser Arbeit sind einer Dissertation (H. MrtTTeEr, 
Diss. Univ. Graz 1953) entnommen. Fiir ausfiihrliche Rechnung und Literatur- 
angaben sei auf diese Arbeit verwiesen. 

2 BetHeE-HeITrER, Proc. Roy. Soc. 146, 83 (1934). 

’ Bess, Phys. Rev. 77, 550 (1949). Maximon-BETHE, Phys. Rey. 87, 156 (1952). 
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Matrixelemente. 
Mit derselben Bezeichnungsweise wie in (1) finden wir zu den Graphen 
NS a 
N x Se oe 
S / x Va 


O—>— -@ @®——® 
x S i 


die Matrixelemente: 
NE == 7% @ | p (x) APS, (x — vy) A (y) yp (y) dtx dty + 


« 
> 


+ie ® (x) A(x) Sy (x— y) Ae (y) p(y) dx dy (1) 
Fir die zweite Naherung gehort zu 
SS Aas GS 
\ A < ice a 
NS A \ 
©>—®-—® ®>—®>—® ©-—® 9 
x x x x es Dy, x x 


My=ie | d4x d4y d4z {ip (x) Ae (x) Sx (xy) A®(y) Sy (y—2) A (2) (2) + 


+p (x) Ae (x) Sy (x — y) A (y) Sa (vy —2) AP (2) p @) + 

+p (x) A (x) Sy («© — y) AP (y) St (v— 2) AP) p(2)} (2) 
Der zweite Term liefert in dieser Naherung keinen Beitrag zum WQ., 
wie im Anhang gezeigt wird. Wir lassen ihn daher weg. Fassen wir 


beide Naherungen zusammen, so erhalten wir 


Mi+My=ie | d4x dy fp (x) At (x) Sx (x—y) E (v) p(y) — 


-«f Hz A(y) Sy (V-DAY | + (2b) 
-- p (x) A (x) S, («—y) A*(y) | y (vy) —e | dz Ss (y—2) A% (2) (z) . 


e/ 


Mit Hilfe der FourrEr-Transformation 
y (x) = Uy e— tb *) ’ yp (x) -- Up et (P *) 


1 ; i(p x —41(q %. 
A (x) = mal d*p Ane (p) ee 2). Ss (x) = ain | S (q) é 2) 


erhalten wir fiir die ME im Impulsraum 


M; + Mn =ie® aye yer | d4s Ae (p' — 


9S. 19 Atte e—py]S. p—he tess +8) (4) 


[a @' +82) 5 / dis At (pb! +k —s) S+ (8) AY — | 
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Wirkungsquersehnitt. 
Der WQ. wird mit Mj = My Q;up 


1 1 
0 = rene! dk 5 (k2) 3 (p'2—m? see 


0 
"Sp (Pp + m) Q:* (p’ + m) Or (5) 

Fur jedes zeitunabhangige Potential erhalten wir im Impulsraum 
Ax’ (pb) = 27 0 (py) By (P) (6) 


entsprechend Q; = 0; Oyo — ho —f,), dann lBt sich der WO: 
viel einfacher schreiben. Wegen 


1 fapoip t—m") 0(k) 0 Po —= Py — Fo) = 


- {ee dip’| dQ 6 (p2 —2 py ky + B2—P) 6 (B2) f = 
“Hal 5 (a2) f 
5 P| 
mit 
Vi Re 2 po ko, bo = bo + ho (7 a) 


erhalten wir 
fee 1 [egal E13) Sp (p +m) Ort (p’ +m) Ox (7) 
2° 30" P| 


und mit Gl. (4) nach Susi uber die Polarisationsrichtungen 


TEE | d's B (p’ + k—s) S_(s) acl. (8) 
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Fiir abgeschirmtes CouLomsB-Potential erhalten wir wegen 


Bf (p)=(~ (f),0,0,0) (6) =—->—— (9 a) 
|p|? +a? 
und 
$2 mn? = $2 eae bzw pris 


Ey fy Rs ca eE 
ue ie : Ay ait (9 b) 
| re | 
sowie wegen 
Sp (abcd) = Sp (dcba) = Sp (adcb) 
2 AE 
Os = = [22 fanZous = : 2 Sp (p+m)- 
eee ee [(p’ + k—p)?+a?] 
‘4+ R+ —k 
—— eae r|te’ +m 
R Z SS Ss 
pe | == ae i = ((bovo +m) Jo (@ OS = 
(p' +k+ p)?+a7) x? [pp 
[(p’ +k — Pp)? + a?) 
Yh a > > =— 
22 liom tm We sne Bindi) Pe | | 
nip : 


(10) 


Das ist der WQ. fiir den Strahlungsverlust eines Elektrons bei Streuung 
an einem abgeschirmten CouLomB-Potential. Der WQ. fiir den Brems- 
strahlungsprozeB ist gegeben durch 


VA p 1 1 
os = | d2dQe ae tS oe at 


Bie + hf)? + a8)" 
mit derselben Spur wie in Gl. (10). Bis auf einen Faktor beschreibt 
dieselbe Formel auch die Paarbildung im Cou_oms-Feld durch ein Licht- 
quant. Wir haben nur iiberall k > — k und p > — p zuersetzen, was 
den Vorschriften der Léchertheorie entspricht. 

Bevor wir die Spur in Gl. (10) auswerten, betrachten wir den fiir die 
Diskussion der Infrarotdivergenzen bei der elastischen Streuung wich- 
tigen Fall kleiner abgestrahlter Quanten. In diesem Fall lauft die 


4 Vgl. BerHE-HEITLER, |. c. sowie SCHWINGER, Phys. Rev. 76, 790 (1949). 
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ky-Integration in Gl. (10) von Null bis W < fy. Wir vernachlassigen in 

Gl. (10) tiberall k gegen #. Ferner verwenden wir 

(P+ m)ya=—yi(p—m) + 2ba ya(p +m) = (p—m) ya—2 ba 
(p +m) (p—m) = p?—m? = 0 (12) 


analog fiir #’. 


=> 
/ 


Au8erdem wird y = Che 


soe 22 f a0 K (p, f’) 7 SP (P +) y0(p' + 


SS 


—- 
é 


und wir erhalten 


KP Pye at 
A, — 
re 2 "(bam + 7) Jole Cy 
[ep a" a7 pe 
+ [ply Jr (e, ed) (13) 
mut p' p ) 
K= Ce oes 13 
/ Ga em) o*) oe 
Mit Hilfe von (1,13) und (1,15)® erhalten wir fiir reines CouLomB-Feld 
Os ~ [ a seoes [1 — 6? sin? 3/2 + 
4x? |p|? 62 sin4 3/2 
+Zabusin}/2 (1—sin ?/2)} K (p, 2’) (14) 


Das Integral K wurde von ScHwincEr® berechnet. Der EintluB der 
zweiten Bornschen Naherung ist in diesem Fall genau so groB wie bei 
der elastischen Streuung. 

Nun skizzieren wir die exakte Auswertung der Formel (10). Die Be- 
rechnung der Spur ist auBergewohnlich langwierig, aber elementar. Wir 
verwenden die Relationen 


P(p +m) =(p+m)p=m(p+m) analog fiir p’ 
ab=2(ab)—ba, ya=ay, . (15) 


Dabei bedeutet (a b) das innere Produkt mit positivem Vorzeichen: 
aos 


(a b) = 4% by + (ab). Wir finden mit Hilfe dieser Regeln 
ya (pm) y* =—2(p'—2m) (16) 


sowie 
(p’ + k +m) ya(p! +m) y* (p' + k-+m) =—2(p' + k + m) (p’— 
—2m) (p'+k+m)=2m(p'+m)k+4m?(p'+ m) + 2Rm(p’-+ 
+ m)— 2 k(p'—2m) k = 4{ (6' &) (m—k) + m2 (p' + R+m)} (17) 
® Die rechte Seite der Formel ist um einen Faktor 2 zu groB. Der Fehler wurde 
beim Korrekturlesen iibersehen. An den weiteren Resultaten von (1) wird dadurch 


nichts geandert. 
6 J. c. Formel (2,93). 
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ferner 

ya(P—k + m) 79 (P' +m) y? = 2 {yy (p—k + m) (p’ + m)- 

—P' (Pp — k) yp —mp' yy) — (Pp — k) (p' —m) yy + 2m (p’ — m) yo} = 

= 2 {7 (Pp — k) p’ —(m? + 2 (h', P—R)) 79 + 2m (by + by — hy)} (18) 
Mit diesen drei Relationen lassen sich die einzelnen Teile, in die die 
Spur in (10) zerfallt, verhaltnismaBig einfach berechnen. Wir erhalten 


os = 


= feo 082 Bsn 
[(p—p’—k)? +07)" |p| [(p—p’ —h)? + a2] 
Zab e3.8) (AO) SB) (= 
: ce ot wae a! 
Zapy Sp (3) Sp (4) 
EDT (e's 0,0) | : 
72 ips ) (ph)? (PR) (f" A) 
Ze (SPO) Sp (6) f 
[See 9 pa (6) (6" 
shirley Sp (7) Sp (8) 
el 2.9 (60 (pR) PB) 
: | 
1 + (Sp(9) Sp (10) \3 lye aoa cee 
Ln exn ee AWE Bi Gaeeeenl © stebee 
\p| \2"| 
Sp (12) (19) 
(pk) (p" k) 
mit 
Sp (1) = 4 bma((6" + + (bP) + (pR) + m2) — (0 B) (p 2) 
Sp (2) =2 (bP) (AB) — (OP) (PR) — (PP) (PP) + (BP) (PB) — 
+ (kp) —2 (pp’ Po)? ky? m*)} 


—m* [2 (b p’) — ore 
'B) (bo— Po) + m? (Po’ + Bo + Po)! 
ee ee ons 
(pb) —2 (bb') —2 (PR) + (bo 
[(p p') + m2 —(kP'))} 


+ my ((p" kt) —3 m2 — 
(p' b) (Poh + Po PY 


— ko) m [(p" i p') + (RD) + 
2 (by p’ by h t (Po. 


+ (pB')|— po m 
ho) 


Sp (9) =4|[m 
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Sp (10) =2{i(2fo’ + Pp—2ho) m2—fy (6'B') + Bo! (BP) — fy’ (PP) + 
+B [— 2m? hy +2 ho ((P' b) + (0 2") + (bk) —2 by! (BR) + 
+ B [(2Pyp— 3 ho) m2 + fy’ [(6’ kt) —2 (PP) + (RB')] + 


+ 2 bo (B' B’) + 2 Pg (B' k) — Ro (b' B') — 2 ho (b' P)]} 

Ferner ist Sp (4) = Sp (2), und es geht Sp (3) aus Sp (1), Sp (7) aus 
Sp (5), Sp (8) aus Sp (6), Sp (11) aus Sp (9), Sp (12) aus Sp (10) 
durch Ersetzen von # durch #’, ~’ durch # und & durch (— k) hervor. 

In dem Ausdruck (19) sind die in (I) berechneten Werte fiir die 
Integrale J, und J, einzusetzen. Die Resultate sind nur fiir den Fall 
reinen COULOMB-Feldes einigermaBen iibersichtlich. Wir betrachten da- 
her diesen Fall naher. Statt der langen Resultate (A 12a), (A 10), 
(A 7) konnen die viel einfacheren (A 13), (A 14) sowie (A 18) der 
Arbeit (I) verwendet werden. Wegen (7 a) ist stets 


ue ie Dee ty ee (20) 
ie’)? lel? 


was fiir die Formel (I, A 13) wichtig ist. 


Wegen der Lange und Uniibersichtlichkeit der Formel (19) be- 
trachten wir den extrem relativistischen (ER) Fall: 


"eG ~ 
Py © |p| >m 
Zwei Spezialfalle sind hier besonders interessant: 


a) Das Elektron wird nur schwach gebremst: Dieser Fall wurde 
oben behandelt, es braucht nur in (14) @ & 1 gesetzt zu werden. Fiir 
den Strahlungsverlust muB der von SCHWINGER behandelte Extrem- 
fall von K fiir hohe Energien des Elektrons verwendet werden. 


b) Das Elektron wird sehr stark gebremst, es gibt nahezu seine 
ganze kinetische Energie an das Quant ab. Dann ist 


: ee = = —> ss 
Po em, P| Km, IPLRIR Py Ry, age 1 ed 
> 


Wir finden aus (I, A 18) fir jel? 1 mit ¢ = w/fo| 


> 7 73 i) cs = 
Tae, 0\ = nee 1 1—|w|cos7 ir (21) 
Ge 0 tp i 
2 |w| sin? 7 | — e’| 
ale 2s |x| — cos 9 (1 + jo?) |w| — cosy cos 7 
2 |w —e’|? | —e’ : 


mit 


n= & (w, y) = X (w,e") 
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AuBerdem ist 


\p =e Ve p? R242 "COS _ 
e'| 

jw—e'| ww], (pk) S Pom, — (PR) 2 fy? sin? y/2 
(bp) pom 


=S 
SS a3 \p’ |? es 


me oe y/2 (22) 


e’, w, 0) = y,0) = 
Jo( t ) 4 py2(1— cosy)’ ls (e, y, 0) 
ae 3 1-2 cos7 Gs rie? 
income Lie ie 23) 


~ Asin?» siny/2 po 


a? (1 — sin y/2) mares 
8 cos?y/2 sin y/2° 7 - - 


cos? —cos @ 


ee 2 sin yp/2 


und wir erhalten mit 


e=xXhP), 9= 400), v= xXhA) — (24a) 
fiir den Bremsstrahlungs-W OQ. 


i — 2 2 ee ) |p’ 2 
oo= | a2 | as Z2a (—a) ee veo 


* A py2sin? wi 2 Aa py mbo 


x 


| Zan (2 sin? y/2+ ee (24) 
Po |P'| ( 


Wir danken cand. phil. T. KASSECKER und H., Stripper fiir die Uber- 
priifung unserer sehr verwickelten Rechnungen. 


0 —cos#@ + 2siny/2) 


Anhang. 
Wir betrachten nun den zweiten Ausdruck aus (2). Im Impulsraum wird er 
proportional 
pee Yo (Q—R + m) €x (Fd + m) Yo 9 (do — ko — bo’) 9 (Go — Po) 
[iq — A) — m2 44 8} [g2—m?-+ 50] (P—G)*+ 02) [@— PI a") 


(A 1) 


wenn wir fiir das fouriertranstormierte Potential aus (9a) einsetzen, Nun ist 
> =< 
ge—m = p?—@ 


Gat = pe Ge 
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und der Ausdruck wird 


Salve BON Ip idie oy (A 2} 
mit 
En . i es > > a - mye 2 - = > a 
J [q—h—p)?+a"] ((g—p)?+a"] (p?— 4? + 15) [p? — (GQ —B)2 +i] 
(A 2a) 


Wir erhalten im WQ. reelle Beitrage, wenn L reell ist. Wir beweisen nun, da8 L 
imaginar ist. Mit Hilfe der Formel (I, A 8) erhalten wir fiir: 


> 


[p2—g2 + id] [ip —g)? 4 at] 


Ay (=P 29) gpl 2 9) pt 6 aaa 
(A 3) 


> > 
Durch die Transformation g— py =v bekommen wir nach elementarer Um- 


formung 


1 
> — = 
A,= | dy {p? 9? —r? + (1— 2 y) p? +76 (1— y) —a? y} 
0 
1 (A 4) 
—> > > > > 
A, = | ax {ir + py—p' x —k)?—p” (x — 1)2—i0 (1— x) + a2 x} 
0 
somit 
t a 


ie jules | ee ; (r+ py—kR+ 
0 6 ‘ (r+ py “#— k)P— p'? (% — 1)®*—46 (1— %) + 


+m)yu(r+ py+m) 


+ a? x)]* [p? (y — 1278 +76(1—y)— a? y]? 
(A 5) 


Nun erhalten wir durch geeignete Differentiation unter dem Integral aus den 
Formeln (A 3), (A 4) und (A 6) von Dattirz’: 


7 Daxitz, Proc. Roy. Soc. A 206, 509 (1951). 


— ne 
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. es 
| > = a (A 6) 
UC ee a aia CN a ee a ea 


nm? (p + iA) z: “| fret 


Ap(p—P+iA) (p+ P+iA) 


a 
a Pe ap ee 
st 


a 


(q— P)® + A™3 (p2— 9? + ie)? 
; : i [b+ iA)? + PX] 


PN? 2P2pN 2p P2 N® { 


Hs : SS -116, | : 3e 
vs 
> > > 4p P? 
NG decane ela o's la eee aly aE) il l ‘ 
1 = p—P +1A\— i p+ P24 A? | 
api" \p+ P+iA) | 4P*p + P+IAP| 


i 
T 


—gq? P, Ps 


i b= PLA re 3i(P2 +p? +A) | 
PLP+iA] 4P*p(p+P+iA)? | 


ate: : i itiA) 1G? +3P7+A9 [lO +iA) + PA 
pPt* AN? pN? Pepa 4 P4p N? 
N= (p—P+iA) (6+ P+iA) (A 6a) 


Wir erhalten unser Integral L, wenn wir ersetzen: 


> 


> > > 
P>py—p' *—k 


p> |/2 (i=) #—— ay) k (A 9) 
é€—>0d(1— y) 


a+il pr x)*—a? x +7 (1—*)0 


Wir sehen, daB A komplex wird, es ist daher zu untersuchen, ob die Verwendung 
der fiir reelles A abgeleiteten Formeln von Datitz erlaubt ist. Diese werden alle 
aus dem Integral (A 0) abgeleitet. Das Resultat (A 2) kann fiir komplexes A 
analytisch fortgesetzt werden, wodurch sich die Lage der Pole in einer fiir die 
Integration nur unwesentlichen Weise verschiebt, solange das Argument von A 
den Wert 7/2 nicht erreicht. Fiir arg A = 2/2 tritt ein Sprung auf, da beide Pole 
des ersten Ausdruckes im Nenner von (A 6) auf die reelle Achse zu liegen kommen. 
Lassen wir nun, wie durch S; vorgeschrieben, 7 6 erst nach der Integration gegen 
Null streben, so bleiben die Pole stets ober-, bzw. unterhalb der reellen Achse 
und wir diirfen die genannten Formeln verwenden. 

Nun ist nach Ausfiihren des Grenziiberganges 6 0 A rein imaginar, also 
iA reell, p, P und N= (p—P+iA) (6+ P+7A) sind reelle Funktionen 
von x und y, alle Logarithmen sind ebenfalls reell, da stets der Hauptwert gemeint 
ist. Daher ist, wie vorne behauptet wurde, L rein imaginar. 


Buchbesprechungen. 


Methoden und Anwendungen der Massenspektroskopie. Von E. Ewartp und 
H. HINTENBERGER. Mit 133 Textabb., 288 S. Weinheim a. d. BergstraBe: 
Verlag Chemie G. m. b. H. 1953. Geb. DM 25,60. 


In den verschiedenen modernen Werken iiber Atomphysik findet die Massen- 
spektroskopie naturgemaB nur eine sehr kurze Behandlung. Es ist daher be- 
griiBenswert, da nunmehr ein Spezialwerk iiber dieses heute so wichtige Gebiet 
vorliegt. Die Autoren bringen einen sehr detaillierten Uberblick iiber den der- 
zeitigen Entwicklungsstand und die Anwendungen der Massenspektroskopie in 
der Physik, sowie in den Nachbargebieten, wie Chemie, Biochemie und so fort. 
Dabei wird besonders auf die theoretischen und experimentellen Grundlagen fiir 
den Bau eines Massenspektrographen eingegangen und die verschiedenen Arten 
von Apparaten erértert. Das enorme Anwachsen der Literatur auf diesem Gebiete 
fuhrt zu gewissen Schwierigkeiten in der Auswahl des Stoffes. Daher haben die 
Autoren am Anfang einen kurzen Uberblick uber die historische Entwicklung 
gegeben und die hiezu nétigen Literaturangaben zusammengefakt. Im Abschnitt III 
findet man alle Methoden zur Ionenerzeugung behandelt. Dann werden im Ab- 
schnitt IV die fokussierenden und trennenden Wirkungen von magnetischen und 
elektrischen Feldern auf Strahlen schnellfliegender Ionen von verschiedenen 
Massen besprochen. Hier finden vor allem die modernen Arbeiten von HERzOG, 
MattraucH und Anderen Beachtung. Im Abschnitt V wird der Ionennachweis 
durch Leuchtschirme, Photoplatten, sowie elektrometrische Nachweisverfahren 
und Zahlmethoden erértert, wobei das Hauptgewicht verstandlicherweise auf die 
elektrischen Zahlmethoden gelegt wird. Dann folgt im Abschnitt VI eine ausge- 
zeichnete Ubersicht iiber die Konstruktionsprinzipien und den Aufbau der 
Apparaturen. Wichtige konstruktive Details werden dabei durch klare Ab- 
bildungen erlautert. Die neueste Konstruktion des Matraucn-HErzocschen 
Apparates wird eingehend behandelt. Ein Unterabschnitt tiber Trennanlagen fiir 
Laboratoriumszwecke wird jedem auf diesem Gebiet arbeitenden Physiker be- 
sonders willkommen sein. Der Abschnitt VII bringt Massen- und Hautigkeits- 
messungen und fiihrt den Leser in die einzelnen Auswertungsmethoden und das 
Erkennen der Fehlerquellen ein. Der letzte Abschnitt VIII gibt einen Uberblick 
uber die wichtigsten Anwendungen. Er behandelt neben den Atomgewichts- 
bestimmungen ganz besonders die Untersuchung von Kernumwandlungen, Kern- 
reaktionen und den damit zusammenhangenden V eranderungen der Isotopen- 
zusammensetzung der Elemente. Auch geologische Altersbestimmungen werden 
bis ins Einzelne methodisch gebracht. Fiir den Praktiker besonders wertvoll 
erscheint die chemische Analyse von Gas- und Dampfmischungen, die eine sehr er- 
folgreiche Anwendung der Massenspektroskopie zur Kontrolle von Zwischen- 
produkten beim Verlauf von Gasreaktionen bietet. Am Schlusse wird auch die 
Anwendung angereicherter stabiler Isotope als Indikatoren besprochen, Dieses 
wichtige Verfahren gestattet eine Untersuchung von Austauschreaktionen, die 
bisher nicht nachzuweisen waren. Das Werk stellt ein wertvolles Hilfsmittel fiir 
den auf diesem Fachgebiet arbeitenden Physiker dar und kann daher warmstens 
empfohlen werden. P. UrBaAn, Graz. 
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Die industrielle Anwenduug radioaktiver Isotopen. Von H. HarpuNG-HARDUNG. 
Mit einer Einfiihrung in die Atomphysik. Von H. Turrrinc. Mit 
23 Textabb., VI, 224 S. Wien: F. Deuticke. 1953. Geb. S 60,—. 


Der Physiker hat meist nicht die Zeit, sich naiher mit den zahlreichen Arbeiten 
aber die industrielle Anwendung radioaktiver Isotopen zu befassen. Er wird es 
daher begriiBen, daB der erstgenannte Verfasser eine kurze und wirklich lesens- 
werte Darstellung dieses Gebietes gibt. Er beginnt mit den in letzter Zeit stark 
verbesserten und serienmaéBig hergestellten Hilfsmitteln zum Nachweis radio- 
aktiver Strahlung. Sodann geht er auf die industriellen Anwendungsmoéglich- 
keiten der radioaktiven Isotopen ein. Wahrend hier die Methode der Durch- 
strahlung mit Gammastrahlen schon lange benutzt wird, schaffen die Durch- 
strahlungs-, bzw. Reflexionsverfahren mit Betastrahlen neue Moglichkeiten. Zwei 
weitere Paragraphen behandeln Indikator- und Induktionsmethoden. Das Ab- 
schlu8kapitel beschreibt Sicherheitsvorkehrungen, die beim Arbeiten mit radio- 
aktiven Substanzen ja unerlaBlich sind. Ein Anhang bringt eine Liste der derzeit 
kommerziell vertriebenen kiinstlichen radioaktiven Substanzen. Da das Buch 
in der Hauptsache an technische Kreise gerichtet ist, war es notwendig, eine all- 
gemeinverstandliche Einfithrung in die Atomphysik an den Beginn zu stellen. 
Dies wurde dankenswerterweise von dem bekannten Gsterreichischen Atom- 
physiker Prof. H. THrirRING in seiner bekannt klaren und zweckmaBigen Dar- 
stellungsweise besorgt. K. Srucuiix, Graz. 


Ferroeleectricity. Yon E. T. JAyNEs. 142 S. Princeton, N. J.: University Press. 
195553) 2;—- 


1917 entdeckten Nicorson, ANDERSON und Capby gewisse Anomalien im 
dielektrischen Verhalten von Seignette-Salz, z. B. das Auftreten von Hysterese- 
erscheinungen zwischen der angelegten elektrischen Feldstarke und der elek- 
trischen Polarisation. Derartige Erscheinungen nannte man im folgenden kurz 
ferroelektrisch. Spater entdeckte man auch andere ferroelektrische Kristalle. Be- 
sonders Ferroelektrika vom BaTiO,-Typus erleichtern wegen ihres eigenartigen 
Gitterbaues das Aufstellen von Theorien. Das vorliegende Werk gibt einen Uber- 
blick tiber die bestehenden Theorien und bringt dazu stets Vergleiche mit den 
experimentellen Beobachtungen, wodurch der Wert der Monographie natiirlich 
wesentlich erhéht wird. Man erkennt insbesondere, da8 keine der Theorien als 
abgeschlossen und befriedigend gelten kann. Trotzdem oder gerade deswegen 
kann das Erscheinen des Biichleins, sozusagen als Zwischenbericht, begriiBt 
werden. In diesem Zusammenhang soll auch auf das reichhaltige Literaturver- 
zeichnis hingewiesen werden, das dem interessierten Leser das Verfolgen von 
Einzelfragen erleichtert. K. StucuHiix, Graz. 


Die Relativititstheorie. Von M. v. Laue. Dritte, neu bearbeitete Auflage. Zweiter 
Band: Die allgemeine Relativitatstheorie. (,,Die Wissenschaft.“ Her- 
ausgegeben von W. Westphal: Band 68.) Mit 12 Textabb., IV, 204 S. Braun- 
schweig: F. Vieweg & Sohn. 1953. Geb. DM 15,80. 


Eben erschien der zweite Band der dritten Auflage dieses weitverbreiteten 
Werkes. Es wurde vollkommen neu bearbeitet und enthalt wichtige Abanderungen. 
Die ersten beiden Kapitel der zweiten Auflage wurden im wesentlichen auf die 
iibrigen aufgeteilt und statt dessen eine kurze Einleitung tiber den Ubergang von 
der speziellen zur allgemeinen Relativitatstheorie gegeben. Kap. VII, Nicht- 
euklidische Geometrie, wurde gegeniiber der zweiten Auflage modernisiert und 
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erganzt. Es enthalt so einen wichtigen Paragraphen fiir die Wellenausdriicke, die 
fiir die Theorie der Lichtausbreitung wichtig sind. Kap. XI tragt der neueren Ent- 
wicklung der Kosmologie Rechnung. Hier bildet die Theorie von A. FRIEDMAN 
und die epochemachende Entdeckung Epwin Hupsies den Ausgangspunkt. 
Dann folgt eine kritische Behandlung des Einsteinschen und DE SITTERschen 
Kosmos, wobei ebenfalls auf die HupBLrE-Humansonschen Forschungen Bedacht 
genommen wird. Ein Abschnitt tiber nichtstationare Lésungen der Feld- 
gleichungen bietet neue, interessante Einblicke in das Eingreifen der FRIEDMAN- 
schen Theorie, deren Differentialgleichung ausfiihrlich diskutiert wird. Dann 
folgt die Dynamik und Elektrodynamik im expandierenden Universum mit der 
exakten Deutung der Rotverschiebung von HusBBLE. Im letzten Kap. XII wird 
die Fortfiihrung der allgemeinen Relativitatstheorie einer Kritik unterzogen. 
Die neue Auflage enthalt nicht mehr die Miesche Theorie der Materie in der be- 
schrankten und allgemeinen Relativitatstheorie. Dagegen findet man KOHLERsS 
Theorie der doppelten MaSbestimmung ausfiihrlich erlautert, die auf einer alteren 
Theorie von Levi-Civita fuBt. 

Die souverane Art der Behandlung und der klassische Stil des Autors brauchen 
nicht weiter betont zu werden. Anhange und Formelverzeichnis wurden weg- 
gelassen, statt dessen findet man ein ausfiihrliches alphabetisches Namens- und 
Sachregister neu hinzugekommen. Das nunmehr vollstandig in dritter Auflage 
vorliegende Werk wird auch weiterhin der wichtige Ratgeber fiir jeden Physiker 
bleiben, welcher sich einen Einblick in das Wesen der Relativitatstheorie ver- 


schaffen will. P. URBAN, Graz. 


Gleitlager. Von E. Scumip und R. WEBER. Mit 212 Textabb., VII, 394 S. 
Berlin—Géttingen—Heidelberg: Springer-Verlag. 1953. Geb. DM 45,.—. 


Das Buch stellt einen gegliickten Versuch dar, das gesamte Gleitlagergebiet 
(Theorie, Lagerwerkstoffe und Schmiermittel, Fertigung, Priifung, bewahrte 
Konstruktionen der Praxis) ohne besondere Betonung spezieller Fragen umfassend 
zu behandeln. Bei der groBen Fulle von Einzeluntersuchungen, von der das groB- 
angelegte Schrifttumsverzeichnis am Ende des Werkes Kunde gibt, war es auch 
nur so méglich, auf engem Raum einen Gesamtiiberblick zu geben, der die modernste 
Literatur mitberiicksichtigt. Zur Veranschaulichung des Textes dienen zahl- 
reiche Abbildungen, Wiedergaben von Photographien, und viele Tabellen. 

Man erkennt bei Durchsicht des Buches, daB die Theorie zwar gute Anhalts- 
punkte fiir das Verstandnis und die Berechnung der Gleitlager bietet, da8 aber 
trotzdem die Kompliziertheit der scheinbar so einfachen Vorgange eine starke 
experimentelle Forschung bedingt. Da8 dabei neben der Feststellung makro- 
skopischer GréBen auch die molekularen Bereiche immer starker beachtet werden, 
zeigt sehr schén der Uberblick tiber die Adsorption des Schmiermittels am Gleit- 
werkstoff. 

Da der eine der Verfasser ein Physiker ist (der aber die Gleitlagerprobleme aus 
praktischer Erfahrung kennt), ist die Gewahr gegeben, da8 das Buch fiir einen 
Physiker, der mit Gleitlagerfragen in Beriihrung kommt, gerade die richtige Dar- 
stellung bietet. Ein tieferes Eindringen in spezielle Gebiete wird durch das schon 
erwahnte reichhaltige Literaturverzeichnis sehr erleichtert. Das Buch, das vom 
Springer-Verlag in der gewohnten mustergiiltigen Weise ausgestattet wurde, kann 


riickhaltslos empfohlen werden. T. KassEcKER, Graz 


verantwortlich; Prof. Dr. Paul Urban, Graz, Institut ftir Theoretische Physik der Universitat. — 
Druck: Berger & Schwarz, Zwettl, N.-O. 


Acta Physica Austriaca, Band 7, Heft 4. 


=, Fortsetzung von der II. Umschlagseite 
Abbildungen: Sie miissen, wenn auch nur skizziert, doch so weit ausgefithrt sein, da® fir 
den dem Thema fernstehenden Verlagszeichner keine Unklarheiten bestehen. Jede Zeichnung ist zu be- 
schriften; die Beschriftung soll das Lesen der Zeichnung auch ohne langes Suchen im Text ermédglichen. 
Sie ist, als Beschriftung der Abb. Nr.... kenntlich gemacht, an der gewiinschten Stelle des Textes einzu- 
fiigen. Die Zeichenvorlage ist der Abhandlung auf gesondertem Blatt, das zwecks Vermeidung von lastigen 
Verwechslungen durch Autorennamen und Arbeitstitel gekennzeichnet sein soll, beizulegen. Man ver- 
gesse nicht, daB Figurenwiedergabe und Textherstellung zwei gesonderte Arbeitsgange sind, die erst nach 
der ersten -Korrektur. zusammenlaufen. 


Formeln: Der Setzer versteht im allgemeinen nichts vom Sinn der Formeln und halt sich 
genau an die Vorlage. Korrekturen an gesetzten Formeln bedingen einen unverhaltnismaBig groBen Auf- 
wand an Mehrarbeit. UnverhaltnismaBig in bezug auf die geringe Mehrarbeit, die der Verfasser hat, wenn 
er Buchstaben und Formelzeichen deutlich und unmifverstandlich schreibt, bzw. malt. — Die Formel- 
zeichen sollen woméglich den AEF-Normen entsprechen oder den in den beiden Handbiichern der Physik 
verwendeten Zeichen angeglichen sein. — Langere mathematische Ableitungen sollen gegebenenfalls 
in einem mathematischen Anhang zusammengestellt werden; soweit gekiirzt, daB der Fachmann den 
Rechengang iibersehen und eventuell kontrollieren kann. Im Text ist raumsparende Schreibweise anzu- 


— E/k T ara 
wenden, also (a + b)/c statt as oder | statt e kT ; 


Zitate ebenso wie Anmerkungen werden als FuBnoten mit durch die Arbeit fortlaufender 
Numerierung (zur Erleichterung der Riickverweisung, bzw. zur Vermeidung unnétiger Wiederholungen) 
gebracht. Als Zitatmuster (vergleiche die Handbiicher oder die S.-B. der Akademie): A. J. DemMpsTER, 
Nature 136, 180 (1935). ~ 


Autorenkorrekturen, das heiBt nachtragliche Textanderungen, werden, soweit Sie 10% der Satz- 
kosten iiberschreiten, den Verfassern in Rechnung gestellt. 


Herausgeber, Schriftleitung und Verlag. 


Bei der Schriftleitung sind folgende Beitraige eingelangt: 


(Anderungen in der Reihenfolge bei der Veréffentlichung miissen aus technischen Griinden vorbe- 
: halten bleiben.) 


Baumann, K. Die relativistische Beschreibung von Bindungs- 


zustanden. .. . ; : fics eee fy oot ne el bal 955 
Ledinegg, E. und P. Urbsa. Zur Hesiiiaiane ee eisetischel oe 
stanten isotroper Festkérper mittels Ultraschall ... . 2. III. 1953 


Ptaenik, E. Experimentelle Priifung der inneren Reibung von Holz 25. IPI. 1953 
Kroupa, E. und H. Robl. Fae VeRmentens im homogenen poe 
fold) =. 2. IV. 1953 


Haefer, R. Zur Frage der Sichtbarmachung einzelner Molekiile i im 
Feldelektronenmikroskop .... . .- Setcaes Say ds HVS 1955 


Florian, H. Zur Abstrahlung vom offenes Mnde.t einer eneaEe: 
Leitung und eines Hohlrohres in groBer Entfernung von der 


~Offnung . . : eee ere . 14. IV. 1953 
Griimm, H. Zur Dioptek des Pisktronen: und Tonenbundels a 
kreisformiger Hauptbahn... . SS . 20. IV. 1953 


Porod, G. und F. Smola. Die Statianecine "Gestalt von “Faden: 
molekiilen. I. Die Richtungsverteilung im Persistenzmodell . 22. IV. 1953 
Blaha, F. Uber einige Wachstumsstrukturen von aus der Schmelze 


erstarrten Metallkristallen .. . . 20.-- V. 1953 
Preining, 0., J. A. Schedling und J. B. Wein. ya quantitativen 

Differentialthermoanalyse quarzhaltiger Pulver . . - 4, VI. 1953 
Wagner, J. Raman- cee ee Beitrag zur eeaceur des 

-Methylnitrits .. . . 23. VI. 1953 


Porod, G. Die seatistisclié: Ccstale von Paden molekilen. nie ine ; 
allgemeine Lésung des speziellen Irrflugproblems Nae ener 21) Vain 8 ise 1556) 
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-Elektrische Kontakte und Schaltvorgange. Grundlagen fiir den Prak- 


tiker. Von Prof. Dr. W. Burstyn. Dritte, verbesserte und erweiterte Auflage, oe 


Mit 82 Abbildungen. VII, 98 Seiten, . 1950. DM 7.50 


Einfiihrung in die theoretische Elektrotechnik. Von Prof. Dr. K. Kiipf- 
miller. WVierte, verbesserte und erweiterte Auflage. Mit 474 Abbildungen. 
V, 441 Seiten. 1952. Ganzleinen DM 27.60 
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Strutt, ord, Professor fiir Theoretische Elektrotechnik an der Eidgenéssischen 
Technischen Hochschule, Ziirich. Zweite, verbesserte Auflage. Mit 425 Ab- 
bildungen. XV, 422 Seiten. 1951. Ganzleinen DM 46.50 


(Band 4 vom Lehrbueh der drahtlosen Nachrichtentechnik. Herausgegeben 
von Nicolai vy. Korshenewsky, Stockholm und Wilhelm T. Runge, Berlin.) = 


Hochspannungspraktikum. Von Prof. Dr.-Ing. Erwin Marx. Zweite Auf- 
lage. Mit 79 Abbildungen. VII, 264 Seiten. 1952. Ganzleinen DM 24.— 


Elektrische MeBgerite und Me8verfahren. von Dr.-Ing. Paul M. Pflier, 
Niirnberg. Mit 241 Abbildungen. XII, 193 Seiten. 1951. 
Ganzleinen DM 21.— 
Elektrische Schaltvorgange, in geschlossenen Stromkreisen von Starkstrom- 
anlagen. Von Dr.-Ing., Dr.-Ing. e. h., A. M. hon., Reinhold Riidenberg, Gordon 
McKay Professor fiir Elektrotechnik an der Harvard University, Cambridge, 
Mass., U.S.A., vormals Chef-Elektriker der Siemens-Schuckertwerke, A.-G., 
Berlin, Honorarprofessor an der Technischen Hochschule Berlin, Beratender 
Ingenieur der General Electric Co., Ltd., London. Vierte, vermehrte Auflage. 
Mit 735 Abbildungen und einer Tafel. XII, 599 Seiten. Gr.-8°. 1953. 
Ganzleinen DM 67.50 


Allgemeine Wechselstromlehre. Von Prof. Dr.-Ing. H. F. Schwenkhagen, 
'.Technische Akademie Bergisch Land, Wuppertal-Vohwinkel. 


Erster Band: Grundlagen. Mit 420 Abbildungen. XI, 544 Seiten, 1951. 


Ganzleinen DM 39.— 
Zweiter Band in Vorbereitung. 


Elektromagnetische Strahlungsfelder. Eine Einfiihrung in die Theorie der 
Strahlungsfelder in dispersionsfreien Medien. Von Dr.-Ing. Harry Zuhrt, Zentral- 
laboratorium der Siemens & Halske AG., Berlin-Siemensstadt. Mit 170 Ab- 
bildungen. XIV, 473 Seiten. 1952. Ganzleinen DM 53.50 
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